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Об условиях сходимости (ограниченности)
в среднем частных сумм тригонометрического ряда

А. С. Белов

Пусть сп = f(n) - коэффициенты Фурье функции / 6 Х/2тг • В статье

доказывается, что условие

fc=[n/2]
' '

необходимо, а при некоторых достаточно широких условиях на коэффициенты
Фурье функции / также и достаточно, для сходимости (соответственно,
ограниченности) частных сумм ряда Фурье функции / в метрике L.

Библиография: 10 названий.

1. Будем рассматривать произвольный тригонометрический ряд

]Г cneinx I -а0 + ]Г (а" cos(nx) + ьп sin(nx)) J,
п=—оо

^
п=1

'
(1)

записанный в действительной или комплексной форме. При изложении будем
использовать обычные обозначения:

0>п — Сп т* С—ти Оп = \Сп C_nj2,

rn = л/Ы2 + \Ъп\2 = л/2(|сп|2 + |с_„|2),

Ап(х) = спегпх + с_пе~гпх = an cos(nx) + Ьп sin(nx),
п - п

Sn(ar) = со + Y] Ак(х), ап(х) = ——г V Sk(x)
*—*'

XI ■+• 1 ^—^

fc=l fc=0

при всех га ^ 0. Если / Е 1/2тт, то

ll/ll = ll/lli = ll/IU = ±fj\№\dx.
Квадратные скобки всюду далее обозначают целую часть числа.

В разделе 2 доказывается следующая

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 96-01-00094).
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Теорема 1. Для каждого целого п ^ 2 справедлива оценка

2п

*=^/2] ' "" ' m=[n/2]-l,...,2n

JB частности, верны следующие два утверждения.

a) 2?cvm

\\<rn-Sn\\ = o(l) ( = 0(1)), (3)
mo

2n

——г = о(1) [соответственно, 0(1)). (4)
k=[n/2]

|П
" *' + 1

b) Если частные суммы ряда (1) сходятся (ограничены) в метрике L,
то выполнено условие (4).

Здесь в соотношениях (3) и (4) и всюду далее, как обычно, предполагаем, что п

стремится к бесконечности.

В разделе 3 на примере четного тригонометрического ряда

1
°°

оа° + 5Z ап cos(nx) (5)
1

п=1

и нечетного тригонометрического ряда

оо

]Г an sin(nar) (6)
п=1

показывается (см. далее следствие 2), что при некоторых достаточно широких

условиях на коэффициенты условие (4) оказывается достаточным для сходимости

(ограниченности) в метрике L частных сумм тригонометрического ряда.

Естественно, что если не оговорено противное, то к рассматриваемому ряду как вида (5),
так и (6) применяем те же обозначения, что и к общему тригонометрическому

ряду (1), за исключением одного: для коэффициентов ряда (6) будем использовать

обозначение ап, а не Ьп.
Из теоремы 1 немедленно получаем

Следствие 1. а) Если для ряда (5) или (6) выполнено условие (3), то
2п - -

}] —rj—-
= о(1) [соответственно, O(l)). (7)

к=[п/2]
'П
~

'

Ь) Если частные суммы ряда (5) или (6) сходятся (ограничены) в

метрике L, то выполнено условие (7).

Для доказательства достаточно заметить, что для ряда (5) или (6) условие (4)
совпадает с условием (7).
Как обычно, будем обозначать Аап = ап

—

ап+\.

В статье также будет доказана
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Теорема 2. Пусть коэффициенты рассматриваемого ряда (5) или (6)
удовлетворяют условию

2п-1 2п-1,[^/2] л

£|Д^|+£ £ = о(1) ( = 0(1)). (8)

Тогда для этого ряда условие (3) эквивалентно условию (7).

Подчеркнем, что в теореме 2 замена о(\) на 0(1), что соответствует случаю в

круглых скобках, производится в условиях (3), (7) и (8) одновременно. Это

относится и ко всем другим утверждениям этой статьи.

Из теоремы 2 легко вытекает

Следствие 2. Пусть ряд (5) или (6) является рядом Фурье и его

коэффициенты удовлетворяют условию (8). Тогда для сходимости {ограниченности)
частных сумм этого ряда в метрике L необходимо и достаточно

выполнения условия (7).

В серии статей С. А. Теляковский [1]-[3] рассматривал ряды (5) и (6) при
условии на коэффициенты

оо оо Лу/2]

< оо. (9)
i/=0 i/=2' fc=l

Из следствия 2 и результатов С. А. Теляковского [1] довольно легко выводится

Теорема 3. Пусть коэффициенты рядов (5) и (6) удовлетворяют
условию (9). Тогда справедливы следующие два утверждения.

a) Частные суммы ряда (5) сходятся (ограничены) в метрике L тогда

и только тогда, когда выполнено условие (7).
b) Частные суммы ряда (6) сходятся (ограничены) в метрике L тогда

и только тогда, когда выполнены условие (7) и условие

е¥<- (iq)
71=1

Отметим, что если

ап\пп = о(1) ( = 0(1)), (11)

то условие (7), очевидно, выполнено. Поэтому теоремы 1 и 2 из работы С. А.
Теляковского [3], которые утверждают, что при условиях (9) и (11) частные суммы
ряда (5), а при дополнительном условии (10) и ряда (6), сходятся (ограничены) в

метрике L, являются частными случаями теоремы 3. Отметим также, что если

(см. [3]) ^2 1°п| < оо, то условие (9) и, очевидно, (7) выполнены, а условие (11)
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может не вьшолняться, т.е. справедливо утверждение, на которое обращал
внимание С. А. Теляковский в работе [3], что (11) не является необходимым условием
сходимости (ограниченности) частных сумм.

Доказательство теорем 2 и 3 и следствия 2 составляет содержание раздела 3.

Отметим также, что доказательство теоремы 1, которое приведено в разделе 2,

основано на идеях, изложенных в заметке [4].
Историю исследования вопросов, близких к рассматриваемому в этой статье,

можно найти в монографиях [5; гл. 10], [6; гл. 5] и работах [1]-[3], [7], [8].

2. Далее, кроме обозначений, указанных в начале этой статьи, используется

также стандартное обозначение

п п п

Sn(x) = 53 Л*(х) = ^2(aksin(kx)-bkcos(kx)) = -г^(с*е'*х - c-ke~ikx),
к=1 к=1 к=0

п ^ 0, для частной суммы сопряженного ряда.

В основе доказательства теоремы 1 лежит следующая

Лемма 1. Для произвольного тригонометрического ряда (1) и любого

натурального числа п при всех N = п,..., 2п + 1 справедливы оценки:

ь

max ||S*-Sn-i||^2 max ||S*-S„_i||;

max £ <*eW*
J=n

max

к

^ о и
max ||S*-Sn-i|

^ о и
max ||5fc-5„_i|

max ||Sk-Sn-i|| ^4 max l|<r*-S*||;
k=n>...yN л=п —l,...,iV

N

Efr/i* W^M max IISfc-Sn-iH;

ЕлгТГЗ^10!!5"-5»-1!!-

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
fc=7l

Доказательство. Для любых натуральных m ^ пиз легко проверяемого

равенства

т-1
~ 1 1

5п_х(х) - Sm(x) = -Ш*) ~ S'n-Лх)) + £ —-^{Sttx)
- S'n.^x))

к=п
*
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и хорошо известного (см. [9; гл. 10, теоремы 3.13 и 3.16]) неравенства Бернштей-
на-Зигмунда \\S'k - S'n_1\\ ^ k\\Sk - Sn-i|| имеем

1
m_1

1

\\Sm - 5„-i|| ^ - \\S'm - S'n^\\ + £ ^— \\S'k - S'n^\\
fc=n

m—1

^ \\Sm ~ Sn-X\\ + £ JkTU I'5* " 5«-ll

Отсюда для натуральных n ^ N сразу получаем

N-l

max ||5m - Sn-i|| ^ U + £ *X7 К max
v l|5* ~ 5n"1H-

4
*•=:*»

'

(18)

Поскольку ЛГ ^ 2n + 1, то

N-l

k=n

и из (18) следует оценка (12).
Так как

,^ /г + 1 п + 1 п + 1

2 53 с,-е«я = (Sm(x) - Sn-i(x)) + i(Sm(x) - Sn-i(z)),
3—п

TO

2 max

m=n,...,N
£ cieija ^ max ||Sm - Sn-i|| + max ||5m - Sn-i||.

rrv=n,...,N m=n,...yN

Отсюда и из (12) сразу вытекает (13). Совершенно аналогично из равенства

т

2 J2 c-je-v* = {Sm(x) - S„_i(*)) - i(Sm(x) - Sn-i(x))
j=n

следует оценка (14).
Из легко проверяемого равенства

Sm(x) - Sn-l(x) = {^-^(Sm(x) ~ ffm(x))
m

m—1 -

fc=n
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имеем

т— 1

\\Sm - 5„_i|| ^ ^-^ ||5т - ат\\ + У) г ||5* - а*|| + ||5n_i - an_i||

V Г"^ л/ &=n —1,...,т4 к=п '

Отсюда следует оценка

max ||5m-S„_i||^ (2+Vr) max \\Sk - акЦ
m=.n,...,N \

*—^
К ] k=n — 1,..MJVv fc=n '

из которой сразу вытекает (15) при п = 1, а при п ^ 2 следует в силу того, что

По известному неравенству Харди (см. [6; гл. 7, теорема 8.7]) из (13) имеем

N . 1 , \
N

Аналогично, из (14) получаем

V* 1с-*1 <3
^ Jb + 1-n

^

2

Отсюда вытекает (16), поскольку

N

IJX
з

^ -7г max ||5jb-5n_i|

Так как

ЕГк <x/o V (lcfeKlc-fel)

t
* + 1 - n

^ V

£* * + 1 - n

^ Зл/2тг max ||S*
fc=n,...,iV

<15t maxM||5fc-5„-i||.

JV N

SN(x) - 5».i(x) = ^ Cie«* + £ c-je-У*,
j=n j=n

то опять по неравенству Харди получаем

N

/V
k=n
Елгтгг^115"-5"-1'
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tj^h^SN-Sn-M
k=n

Поэтому

£ N + t-k < ^ £ (l^'+iC-"fcl) ^ 2^И5" - Sn-ill ^ M\Sn - Sn-i||,
k=n k=n

т.е. неравенство (17) верно даже для любых натуральных N ^ п.

Лемма 1 полностью доказана.

Отметим, что некоторые возможные усиления неравенств (12)—(16) кратко

изложены в конце статьи в замечаниях 1-5. В частности, в них доказано, что

максимумы в оценках (12), (13), (14) и (16) не являются существенными, а в оценке (15)
максимум справа использован по существу. Чтобы не отвлекаться от основной

цели изложения, то есть доказательства теорем 1-3, обсуждение тех из вариантов

оценок (12)—(16), которые нам также представляются интересными и полезными,

мы вынесли в конец статьи в замечания 1-5.

Доказательство теоремы 1. По лемме 1 из (16) и (15) имеем неравенство

2п

Тт—^ ^15ь max \\Sk - Sn-i\\ ^ 60 max \\ak - Sk\\,
f-^ fe+1-П fc=n,...,2n k=n— l,...,2n

а из (17) и (15), поскольку 2[n/2] + 1 ^ n, неравенство

n

E „.? *
^ 10H5» " 5[n/2]-ill ^ 40 max Ног* - Sk\\.

Складывая эти два неравенства, получим оценку (2).
Из (2) и (3) немедленно вытекает (4).
Наконец, если частные суммы ряда (1) сходятся (ограничены) в метрике L, то

(см. [5;гл. 1, §60]) выполнено условие (3), а значит и (4). Теорема 1, а вместе с ней

и следствие 1 доказаны.

3. Прежде, чем перейти к доказательству теоремы 2, докажем несколько

несложных лемм.

Лемма 2. Для произвольного тригонометрического ряда (I) и любого

натурального числа п справедлива оценка

1
n_1

\Wn - sn\\ ^ ^i Е н5; -

*%/2]Н+2k=$f_n и5* - 5t-/2lH' <19>

В частности, если

max ||5fc-5[n/2]|| = o(l) ( = 0(1)), (20)
fc=[n/2J,...,n

то выполнено условие (3).
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Доказательство. Из легко проверяемого равенства

(п + 1)(5„(х) - *п(х)) = Y, &№ ~ SU/Ж*)) + n(sn(*) - S[n/2]{x))

n-1

- 2 2(S^*)-S[n/2](*))
j=[n/2]+l

имеем

n-1

(n + 1)||S» - an\\ ^ ]Г Ц5,- - Sb/2]\\ + n||5„ - 5[n/2]||

n-1

+ J2 2||5,~5[п/2]||
j=[n/2]+l

n-1

^ £ i|5j - 5b72]|| + n\\Sn - 5[n/2j||
i=i

+ 2(n - [n/2] - 1) max ||S* - 5[n/2j||
fc=[n/2],...,n

n-1

^ £ H5i " 5b72]H + (2n " !)
, r11}^ II5* - 5[n/2]ll-

Г^ fc=[n/2],...,n

Отсюда сразу вытекает (19).
Если имеет место (20), то правая часть (19) будет о(1) (соответственно, O(l)),

и поэтому будет выполнено (3).
Лемма 2 доказана.

Заметим, что если выполнено условие

max ||5* - 5„_i || = о(1) ( = 0(1)), (21)
«=п,...,2п

то будет выполнено и (20), поскольку 2([п/2] + 1) > п при целых п. Нетрудно
доказать, хотя нам это и не потребуется, что из условия (20) вытекает (21).

Перейдем теперь к рассмотрению рядов (5) и (6). Для удобства записи введем

обозначение
I"/2) л л

ваи = У т Щ>и v ^ 2.

*=1
*

Аналогично, заменой буквы определяются 0Ь„, Bdv, и так далее. Поскольку

a«/-[i//2] , v^ а*
*а" = ~Й2Г+ 2-, („-fc^ + i-jk)-^-0^11 ' J

A:=i/-[i//2]+l
V /v '

i/+[i//2]
Y> Ofc Q|/-H-f[i//2]
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то верна оценка

где

Г ((i/-fc)(i/+l-fc))-1 при*; = 1/-[1//2] + 1,...,!/-!;

(22)

1 при k = v, и + 1;
,-1

s* = \ ((*-"-1)(*-")) при* = 1/ + 2,...,1/ + [1//2];
[I//2]-1 при А; = I/

- [i//2], i/ + 1 + [i//2];
О при А: < г/ - [i//2] или А; > г/ + 1 + [i//2],

то есть

si = <

f ((i/ - k){v + 1 - к))
1

при fc + 1 ^ v ^ 2А; - 2;

1 при А: — 1 ^ I/ ^ А:;

((Aj-jz-IXAj-i/))"1 при 2А:/3 ^ i/ ^ к - 2;

[I//2]"1 приЗ^е {2А;-2,2А;- 1,6*-3,6*};
О при v > 2к или v < [2Л/3].

Прежде всего заметим, что при каждом натуральном А: и любом целом т ^ 2

справедливы оценки

i/=2
*-Т

при г < к

и

—

ч

21s* ^r_fc+1 при т>к-

Действительно, из определения видим, что

г

51«* =0 при r<[2fc/3]

(23)

(24)

j/=2

И

^ s£ =0 при г ^ 2* + 1.
i/=r

Если [2А:/3] ^т^А;-2иА;не делится на 3, то

(25)

(26)
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а если к делится на 3, то

V"
1 3

2^*к-к-т-1 к'
и=2

„*-1
Поскольку sk =1 при к ^ 3, то (23) следует из сказанного очевидным образом.
Если *+1<т<2Л-1,то

Е'* =

7
1 1

-fc
+

А:*

Поскольку s* = 1 при к ^ 2 и s|* = 1//: при А; ^ 1, то (24) вытекает совсем легко.

В частности, из (23) при г = А: — 1 и (24) при г — к следует, что

у] s% ^ 5 при всех к ^ 1.

i/=2

Поэтому (см. [3]) всегда

Х>а„|^5£>*|,
i/=2 *=1

что, конечно, содержательно только тогда, когда последний ряд сходится.

Для удобства записи введем обозначение

2п

Кп= Е
1**1

*=[п/2]
|п-*| + 1

при n ^ 2. (27)

Лемма 3. Пусть целое число п ^ 2 « 6* = 0, d* = а* при А; = 0,..., п — 1,
6fc = afc, dfc = 0 при к^п, Тогда а* = 6* + dfc при А: ^ 0 и

а) для любого целого т ^ п — 1 спроведливо оценка

m
ы

£ 1«ы - £ i«a„ik з ^ |п-*| + 1<аУ№; (28)
i/=2

Ь) верна оценка

оо п-1 [—1

£|^|-Х>,|кз £ ■ J"*1 < ЗУ, (29)
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Доказательство. В силу (22), (25) и (23) имеем

оо п —1 ОО /П
— 1П— 1 СЮ 71 — X ОО yTl—X ч

Е i^i ^ Е Е *i = Е Е «*)м
i/=2 fc=lt/=2 fc=nV=2

'

["?) /П-1 ч [■?] «

fc=n ч1/=2

Из (22), (26) и (24) вытекает оценка

fc=n

п — 1 / ооОО ОООО П-1 / ОО ч

Е iM"i ^ Е Е «i = Е (Е s*)M
и=п k=l v—n fc=l ^f=n '

п —1
/

°°
\

п—1 ,у

- Е (E<)w< Е dm"*'-
к=[П±1] ^=П '

k=[*p]

Отсюда, поскольку 9au = 06^, + 9du, получаем

i¥l
3|efc|Ei^i-Ei^iUei^i + Ei^k E ,n_jki + i

и оценка (28) доказана. Аналогично,

п-1 п-1 t¥l
зм

и

i/=2 t/=2 I i/=2 i/=n fe=rn+li
i I

и оценка (29) также доказана.

Заметим, что оценку (28) можно рассматривать как вариант леммы С. А. Те-

ляковского из работы [3], с несколько улучшенной оценкой остаточного члена.

Лемма 4. Пусть целые m^n^2uvk=(ib при к = п,..., га, v^ = О при
/г = 0,..., п — 1 и к > т. Тогда справедлива оценка

Ei^i-Ei^i
!/=2

^ ЗКп + ЗКт+i. (30)
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Доказательство. Определим последовательность {&&} так же, как и в

формулировке леммы 3. Поскольку vk = Ь* при к = 0,...,т,топо утверждению Ь)
леммы 3, примененному к последовательности {6*}, имеем

1^И]
\Ьк

i/=2 i/=2 ' L-rm+2! ' '

<3 £
fc=[2^2]

По утверждению а) леммы 3 получаем

м
|*-ш-1| + 1

^ 3/£Tm+i.

£|0М-Х>а„|
i/=2

^3^п.

Складывая две полученные оценки, приходим к (30).

Условимся, что всюду далее буква С обозначает достаточно большую
абсолютную положительную постоянную, в каждом случае свою.

Лемма 5. Пусть целые т ^ п ^ 2. Тогда справедливы оценки

т и уТП — 1 т \

53 <Чс cos(fcx) ^ С( S |Aefc| + 53 1*в*1 + #n + ATm+i J (31)

m и xTM — 1 in m i | ч

53afcsin(fcx)Nc(E lA°fcl+E l^l + ^n + ^m+l + S1^). (32)

Доказательство. Определим последовательность {v^} так же, как и в

формулировке леммы 4. Как показал С. А. Теляковский [1; теорема 1], верна оценка

m и и оо и • оо оо ч

^a*cos(fo:) = ^vfccos(fcx) ^ с( ]Р \Avk\ + ^ |flvi,|J.

Поскольку (см. (27)) Kn ^ |оп|,

оо т—1 т-1

£ |AVjb| = |a„| + 51 lAo*l + la™' ^ 21а"1 + 2 И 1Аа*1
fc=0 fc=n fc=n



О сходимости в среднем частных сумм тригонометрического ряда 13

и, в силу (30),
оо т

i/=2

то оценка (31) доказана.

Аналогично, из оценки С. А. Теляковского [1; теорема 2]

ОО
||

у ОО ОО ОО

| |
v

53«*ат(**) <с 53|д«*1 + Е|*""|+Ет-
fc=l I' 4=0 i/=2 fc=l '

получаем оценку (32).

Из доказательства леммы 5 видно, что оценки (31) и (32), по сути, являются

следствием, хотя и не очевидным, теорем 1 и 2 из работы С. А. Теляковского [1].

Доказательство теоремы 2. По следствию 1 из условия (3) вытекает
условие (7).

Предположим теперь, что выполнены условия (7) и (8). На протяжении этого

доказательства будем обозначать через Sn(x) и Sn(x) соответственно частные

суммы ряда (5) и его сопряженного ряда (6). Из оценки (31) при целых п ^ 2

имеем неравенство

,2п—1 2п ч

max ||5m-5„_i||^C( V |До*|+ V|0a„| + max |ATm|),

правая часть которого, в силу (7), (8) и (27) есть о(1) (соответственно, 0(1)).
Поэтому выполнено условие (21), а значит и (20). По лемме 2 заключаем, что

выполнено условие (3). В силу (12) для частных сумм ряда (6) также получаем

оценку

max \\Srn - Sn-iH = °(1) (соответственно, 0(1)), (33)
m=n,...,2n

из которой также выводим условие вида (3), но уже для частных сумм ряда (6),
т.е. условие

max ||(7n - Sn\\ = о(1) (соответственно, 0(1)). (34)

Теорема 2 доказана.

Отметим, что в силу (12), (15) и (19), условия (3), (21), (20), (33) и (34)
эквивалентны между собой.

Отметим также, что при доказательстве теоремы 2 условие (33) можно, если

угодно, легко вывести и из оценки (32).
Далее под Sn(x) снова будем понимать частные суммы того ряда (5) или (6),

который рассматривается.
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Доказательство следствия 2. Необходимость уже доказана в следствии 1.

Поскольку по теореме 2 условие (7) эквивалентно условию (3), то достаточность

сразу следует (см. [5; гл. 1, §60]) из суммируемости ряда Фурье функции / в

метрике L методом средних арифметических. Следствие 2 доказано.

Доказательство теоремы 3. Предположим, что выполнены условия (9) и

(7), а значит и (8). Из (9) вытекает, что предел lim ап существует и конечен.
п—>оо

Из условия (7) видим, что lim ап = 0. Тогда из теорем 1 и 2 С. А. Теляковско-
п—юо

го [1] заключаем, что ряд (5), а при условии (10) и ряд (6), является рядом Фурье.
Поэтому по следствию 2 частные суммы ряда (5), а при условии (10) и ряда (6),
сходятся (ограничены) в метрике L тогда и только тогда, когда выполнено

условие (7). Этим доказана достаточность условий в утверждениях а) и Ь) теоремы 3

и необходимость в утверждении а). Утверждение а) полностью доказано.

Докажем теперь необходимость в утверждении Ь). Пусть частные суммы

ряда (6) сходятся (ограничены) в метрике L. Тогда по следствию 1 справедливо

условие (7). В силу уже доказанного утверждения а) частные суммы ряда (5) так-

оо

же сходятся (ограничены) в метрике L. Поэтому частные суммы ряда ]Г спегпх
71= 1

будут ограничены в метрике L. Поскольку по неравенству Харди (см. [6; гл. 7,

теорема 8.7])
N

II II _ _

]Г —^ ^ 7Г SUp ^ °пе%
п=1

~ *>* 71=1

то условие (10) будет выполнено. Теорема 3 полностью доказана.

Замечание 1. Если / Е L^, то пусть, как обычно,

/ 1 г2тг \ 1/р
= (^/ \f(x)\pdx) при р€[1,оо),

= esssup|/(a;)| при р = оо.

X

Отметим, что оценки (12)—(15) из леммы 1, справедливая при всех натуральных

п ^ N оценка (18) и оценка (19) из леммы 2, а также и их доказательства

останутся верными, если в них в качестве нормы || • || взять || • ||р для любого р Е [1, оо].

Замечание 2. Отметим, что в правой части неравенства (16) максимум не

является существенным. Лемма 1 останется верной, если неравенство (16) заменить
на неравенство

N

ЕгТТ <30||5лг-5»_1||1. (35)
f-^ к + 1 — п

Действительно, поскольку

N

2г £ jae** = {S'N(x) - S'^z)) + i(S'N(x) - S'^x)),
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то по известным (см. [9; гл. 10, неравенства (3.18) и (3.25)]) неравенствам
Зигмунда при ре [1, оо] имеем

N

£>у
3=п

^ \\S'N - S;_illP + \\S'N - S^Hp ^ 2N\\SN - 5„_i||p. (36)

Отсюда по неравенству Харди (см. [6; гл. 7, теорема 8.7]) получаем

^7rJV||SN-Sn-i||i.

Аналогично,

Поэтому

N

к\с-к\
Eirr-^^-Sn-iiii.*—'

К + 1 — п
к=п

у> rk <У/2^к(\ск\ + \С-к\)

^ 2y/2nN^N _ s ^1QN _ 5^_i||i
n n

Таким образом, при всех натуральных п ^ N справедлива оценка

N
-

N

?йЬ^10п^-« (37)
fc=n

По условию леммы 1 число N ^ Зп. Поэтому из оценки (37) вытекает, что

неравенство (16) в лемме 1 можно заменить на неравенство (35).

Замечание 3. Для рядов с лакунами оценки (16), (35) и (17), а значит и

теорему 1, можно несколько усилить, применяя обобщенное неравенство Харди [10].
Замечание 4. Хотя неравенства (12),(13)и(14) просто доказываются и

удобны для доказательства теоремы 1, отметим, что максимумы в этих неравенствах

не являются существенными. Оказывается, для любых натуральных п и N —

п,..., Зп при всех р G [1, оо] верны оценки

\\Sn - Sn-i\\p ^ 6||5iv -•Sn-iHp,
N

ll^cjeV'lb^nSN-Sn-illp,
N

(38)

||£c_ie-y*||pO||.uv-Sn-i||p.
j=n
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Действительно, при любых натуральных п ^ N по неравенству (36) и

неравенству Вернштейна-Зигмунда имеем

N

N N

Y,cJeijx\\ ^ E'Vix + Е(*-*>*еУ
J=n "j=n

JV

3=п

^N\\SN-Sn-i\\p +
N

^(N-j)^(j-N)x

3=п

^iV||5N-5n_i||p-f (iV-n)
N

2>e*«-">*
J=n

Отсюда немедленно следует неравенство

N

Е <*'"*

Аналогично получается неравенство

N

3-п

э-*3*

^N\\SN-Sn^\\p.

^AT||5iv-5n_i||p.

Таким образом, для любого р Е [1, оо] и любых натуральных п ^. N справедливы
оценки

N

Еc^ji ^ — ||5лг - Sn-i||p,

3=п

N
^ — \\Sn - SVi-illp,

~ N
\\Sn - Sn-i\\p ^ 2— ||5лг

- 5n-i||p.

Если ЛГ ^ Зп, то из этих оценок сразу следуют оценки (38). Конечно, постоянные в

оценках (38) не являются точными. Несколько более усложненные выкладки

позволяют при тех же условиях заменить в первой оценке (38) постоянную 6 на 8/7Г,
а в двух других оценках (38) заменить 3 на 4/7Г.

Замечание 5. Отметим, что максимум в правой части оценки (15) существен,
т.е. нельзя одновременно убрать максимумы и в левой и в правой частях

оценки (15). Для доказательства достаточно при каждом натуральном п и N = 2гс

рассмотреть тригонометрический полином

N

S(x) = £ z(N + l - *) cos(tor).
k=i
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Не очень трудно видеть, что для частных сумм и средних арифметических этого

полинома справедливы оценки

Ногат - SWIli ^ 1. \\Sn - S»-i||i ~ ln(n + 1).

Отметим также, что если в (15) рассмотреть норму, соответствующую случаю

р = оо, то для каждого натурального п и N = 2п существенность максимума

показывает полином

В этом случае нетрудно доказать, что

||Sjv-Sn-i||oo*ln(n + l), a Ikiv-Sivlloo^C,

где С - абсолютная положительная постоянная.

Из изложенного следует, что максимум в правой части оценки (15) и для нормы,
соответствующей случаю р = 1, и для нормы, соответствующей случаю р = оо,

существен.
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Оценки Lp-модулей непрерывности на областях

с нерегулярной границей и теоремы вложения

О. В. Бесов

В работе изучаются дифференцируемые функции многих переменных на

области G С R с нерегулярной границей. На основе нового интегрального

представления функций устанавливаются оценки Lp-модулей непрерывности и

теоремы вложения пространств функций с заданным поведением Lp-модулей
непрерывности.

Библиография: 5 названий.

В работе изучаются дифференцируемые функции многих переменных,

заданные на области Gc Мп, гладкость которых характеризуется поведением

Lp-модулей непрерывности. Граница области G не является, вообще говоря, локально

липшицевой и может содержать пики (с нулевыми углами), гребни (с нулевыми
углами) и т. д. Для определенных классов таких областей устанавливаются

оценки Lg-модулей непрерывности через Lp-модули непрерывности (1 ^ р < q ^ оо),
оценки Lg-норм функций через Lp-модули непрерывности и т. п. На основе этих

оценок доказываются теоремы вложения изотропных пространств дифференци-
руемых функций: Врв(С) С В* e(G), Bp>e(G) С Lq(G), Blpe{G) С C(G).

Здесь рассматриваются пространства дифференцируемых функций BlpB(G) с

изотропными свойствами гладкости (0 < / < оо). Для области G,

удовлетворяющей условию конуса, условию гибкого конуса, приводимые вложения таких

пространств хорошо известны (см., например, [1]). Они формулируются так же,

как и для G = Жп. Для области G с границей, имеющей те или иные

особенности, параметры в оценках модулей непрерывности и в теоремах вложения

зависят от типов этих особенностей. В [1] приведены изучаемые здесь оценки для

модулей непрерывности и теоремы вложения в случае областей с условием

гибкого А-рога. Здесь рассматриваются области существенно более широкого класса.

Доказательства основываются на построении нового интегрального

представления заданной на области G функции через ее разности и на оценках возникающих

интегральных операторов.

Отметим, что для пространств Wp(G) Соболева аналог классического

вложения Wp(G) С Lq(G) [2] был получен для области G с условием вырожденного

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 96-01-00243), программы "Ведущие научные школы" (проект
№ 96-15-96102), Visiting fellowship grant of EPSRC (GR/M02057).
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конуса И. Г. Глобенко [3]. В. Г. Мазья [4] и Д. А. Лабутин [5] установили такое

вложение для более широкого класса областей (в [5] это области с условием

гибкого вырожденного конуса). В [2], [3], [5] вырождение имеет степенной характер,

а в [4] - и более общий.

1. Обозначения. Пусть N - множество натуральных чисел, No = N U {0},
п

п € N, п ^ 2, Ш71 - евклидово пространство точек ж
= {х\,..., хп) = Yl x%t%-> е% ~

г=1

орты стандартного базиса, Qo = [—1,1]п. Для х,у €Rn, Е cRn,t ^ 0 пусть

у + tE = {х : х = у + tz, z € Е),

[ж, у] - отрезок с концами в точках ж, у,
— = [ —,...,— ), [а]\ = min{a, 1}.
У V 2/1 Уп)
т

Приш е ПоложимДтЫ/(ж) = £ (-1)™"'(7)/(*+J»), Д°Ы/(*) = /(*)•
i=o

При m 6 No

лт/ еп// ч / Am(2/)/(x)' если[ж,ж + ту] С Я,
Дт (t/, #)/(*) = <

I 0, если [ж, ж + myj <£ Е.

Пусть to > 0, вектор-функция Т = (Ti,..., Тп): [0, *о] ->• R71 непрерывна и на

(0, to] кусочно непрерывно дифференцируема, 7i(0) = 0, Ti строго возрастают,
при некотором Со > 0

IT/WI^Coi^TOI на (0,*o]xG. (1.1)

Символом Т будем обозначать также диагональную матрицу п х п с

диагональными элементами Т\,..., Тп. Соответственно символом Т-1 будем
обозначать обратную матрицу.

Символом R(t,x) будем обозначать ортогональную матрицу с det R = 1, за-

8R
данную на (0,*о] х G, R' =

-тр. Будем считать, что R непрерывна и кусочно

непрерывно дифференцируема по t и что при некотором Со > 0

||Д||$Со, WT-iR-^RTYW^Cot-1 на (0,to]xG, (1.2)

где || Л|| - максимум среди модулей элементов матрицы А.

Далее будем рассматривать пути

р = {p(t,x) :0^t^to}, x£G, р(0,ж)=0, x + p(t,x)eG, (1.3)

где t -> p(t,x) непрерывна на [0,*о]> кусочно непрерывно дифференцируема на

(0, to] и при некотором Со > 0

IT-^-Vl ^ Cot'1 на (0,*0] х G, (1.4)
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а также гибкие Т-конусы (с вершиной в точке х € G) вида

V(х, р, R) = х + (J К*, х) + <*оЯ(«, *)Г(*)Оо] С G. (1.5)

При T{(t) = tXi, Xi > 0, г = 1,..., п, гибкий Т-конус будем называть гибким

Х-конусом. Этот случай является главным в работе.
Примем обозначения: Tmm(t) = min Ti(t), Tmax(t) — maxTi(t), Xm[n = minAi,

г i i

n

Amax = тахЛг, |A| = £ Лг-
1

г=1

Определение 1. Пусть область G С Rn, to, So € (0,1]. Множество У гибких

Т-конусов вида (1.5) будем называть допустимым, если Vx € G 3V(x,p,R) С У

и р(£, я), Д(£, х) для любого V € У обладают описанными свойствами гладкости

по t и удовлетворяют условиям (1.1), (1.2), (1.4).

Определение 2. Область G С Шп назовем областью с условием гибкого

Т-конуса, если для нее существует такое допустимое множество У, что при

некоторых jo € N, Со > 0 для любого t 6 (0, to] существуют ортогональные матрицы

R(t,p,,j),detR(t,p,,j) = l,j = l,2,...,jo,/i€Zn,4TO

R{t,x)T(t)Q0 С C0{jR(t,»J)T(t)Qo
з

для всех /i € Zn и Я(£, х) из любого V € Y при |х — 2/хГтах(01 ^ Tmax(t).

Определение 3. Пусть М € No. Область G С Еп назовем областью с

М-условием гибкого Т-конуса, если в некотором допустимом множестве У для

каждых х(°> е G,v еШп с условием [аг<0>,а?(0> + Mv] С G при t(v) = тахГ"1^!)
г

найдутся гибкие Т-конусы со следующими свойствами:

1°. При х№ = х<°) 4- jv (j = 0,1,..., М) и при некотором v € ln, |v| ^ C0\v\,

x(j>> + p(t(v),x^) = xw + p{t(v),xW) + jv (j = l,2,...,M),

Л(^),х^) = Л(^),х(°)) (j = l,2,...,M),

XW+p(t(v),xW) + [0,Mt/] + *0Д(*(«),ж(0))Г(*(|;)) С G.

2°. Для любого у е х<°> + p(*(v), х<°>) + [О, Ми ]

p(t(t;), у) = О, Д(*(|/), у) = Я(*(«), *<°>).

3°. Существуют ортогональные матрицы Д(^,/х, j ),det R(t,p,,j) = l,t € (Q,to],
j = 1,2,..., jo, A* € Zn, такие, что

R(t,x)T(t)Q0 С Coy Д(*,м. J)r(i)Qo

для всех /i € ZnHBcexF С У, выделенных в 1°,2°при |х —2/xTmax(£)| ^ Tmax(£).
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Пусть ||/||р = ||/| Lp(Rn)\\, 1 ^ р ^ оо.

На области G с условием гибкого Т-конуса определим Lp-модуль
непрерывности порядка т функции /

u/m>(ft,G,/)p = sup ||Am(z,G)/||p, h > О,

и рассмотрим изотропные пространства Вр^ (G), 0 </<m G N, 1 ^р,в ^ оо,

с нормами

II/1 nB-toi - и/1 мои + (f'(^^)'f)"••
В случае 0 = оо правая часть понимается как

||/|LP(G)|| + SUP it •

0</l</l0 Л*

Пространства Нр' = BpJSJ изучались впервые СМ. Никольским.

2. Интегральные представления функций. Пусть область G С Rn, путь

p(t, х) вида (1.3) и гибкий Т-конус V(x, р, Я) вида (1.5) взяты из допустимого

множества У.

Построим интегральное представление функции / в точке х через разности / по

гибкому Т-конусу (1.5) (в том смысле, что в нем будут участвовать значения лишь

сужения функции / на Т-конус (1.5)). Это представление окажется применимым к

областям G значительно более общего вида, чем соответствующее представление

через разности из [1].
Пусть m € N, Ьи = (-l)™""(™) (i/ = 0,1,..., т), 0 < тб < 60,

г] е С0°°(КП), suppr/ С Qo, Jv(y)dy = 1, J\v(y)\dy = со,

р = p(t,x)-путь (1.3), ПТ* = ft 7*>

m , «!

b-i = (_1Г j- _^_ = (_1Г у (1 _ u*r du ^ 0)

так что

i/=0

Учитывая, что для всех х € {/(х^), где U(x^) -

некоторая окрестность х^°\
можно взять p(t, а;) = p(t, х^), будем пока считать, что р

= p(t) не зависит от xq.
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Для / € L(G, loc) зафиксируем х € G и рассмотрим специальное усреднение

(N € N, 0 < t $ *о)

1/ь...,1/^=0 4=1
* 7 ^ ^

*=1

х /far + р(*,х) + ДГ ^(-1)*-Ч,*-1<**_1(1 + M)**W • • • d*N, (2.

где 1/0 = 1,1/* € {0,l,...,m},i/*,j = i^ah-i
• • •

*7 (* ^ О-
Для оценки ядер усреднения введем сферически симметричную функцию

77€Co(Rn), rj^O, rj(x) ^ max^t + max|gradr/| при x € Qo- (2.3)

Будем пользоваться также обозначениями: /о (я) = f(x) при ж 6 G, /о (а?) = О

прих^С; n(i)= П , U(i'j)= П , £("з) = £

Установим некоторые свойства усреднения S£* f. Заменим в (2.2) г1 на z по

формуле

(1 + 1/1*)* = (1 + I/l*)*1 + (-l)*-1!*,*-!**"1^ + I/**)*"

и, воспользовавшись (2.1), получим

sf/M-sf-/M- Ё (Йтт^)pi,...,iw=o4=i * 7

х/-/К*,-(-,)""'^-'*"",Н^'")-Х',>]
N

/
N

\

*=2 ^ *=1 '

Оценивая разность т) через | grad rj\ с помощью сдвигов переменных

интегрирования, получаем при любом достаточно малом S и произвольном N

\S?f(x) - S^-'Hx)] ^ CbN2mNv0tN-16N-lc%-1 jri{y)\f0{x + p + BTy)\dy

$Ci2-N Jri(y)\Mx + p + RTy)\dy. (2.4)

Отсюда и из равенства

N-l

5tN/ = 5t1/+^(5t'+1/-5|/)
i=i
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получаем, что

\StNf(x)\^jK(y)\fo(x + p(t1x) + RTy)\dy, (2.5)

где К е С0(ЕП), К > О, К не зависит от /, N.

Покажем, что для произвольного х^ gGb некоторой окрестности U(x^) С G

S?f->f при ^чО в L(U(xW)). (2.6)

Длях Е U(x^) в силу (2.1) имеем

*vm-/m- £ (Пт^)/-/(П*'>)

*=i

откуда следует оценка

dz1.. .dz

\S?f(x) - f(x)\ ^ J KN(y) [f0(x + p + ДГу) - /(* 4- p)] rfy,

tfN € C0(IRn), #n ^ 0,

влекущая (2.6).
Будем временно считать, что / непрерьшно дифференцируема на G. Тогда

m / N

t=i
^ k=i

'

N ,

Представим в последней формуле

s=l
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и, считая суммирование по s внешним, сократим в s-м слагаемом на 1 -f v3u- Тогда

N

at̂f(x) = £ 9t*f{x) + attNf(x)9 (2.7)
s= l

где

m N

vu...,vN=0 4=1
K '

x b(-i)-4,.-i«*-1 /• • • / (ft ^(r-^-b*))
x£((#r)'T-1irV + ,>').

t=i

x Д"» ((-l)'-4,.-i«* [«* - (1 + ivn*)*'+1 + ^+i<5(l + v,+2)z9+2

+ ■■■ + (-l)N-ve+i,N-i6N—1(l + vN6)zN])
x /<e<) (* + p + ^(-1)*-Ч,*-1**_1(1 + "**)**W • • • <**", (2-8)

«.*/(.)-(Tiny" ± (Пт^)

xHlVN^fjfnr1^))
xXy/^fs + P+Ef-1)*"^ (2.9)

t=i ^
*=i '

Рассмотрим &t,sf Щ>и 2 ^ s ^ ЛГ. В этом случае в (2.8) можно с помощью

интегрированияпо частям по z\ избавиться от производной/^ ) =
—у /.

Получаем

vu...,vNz=0 4=1 * '

X ft(-l)-Ч,.-!*'"1 /• • • / (П ^(Г-'Д-1^))
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п

х ^r1^\T-lR-lzl){T-lR-1{RT),T-lR-lzs +T-1R-lp').

х Ат ((-l)*-4,s_i<5* [za - (1 + va+i8)zs+1 + i/e+1*(l + ^+2)г3+2

+ • • • + (-l^-V.+i.jv.i^—г(1 + .^)/],(?)
x /(x + p + 53(-1)*-Ч,к-1**-1(1 + M)**W • -.dzN. (2.10)

Здесь вместо разности Am(z)f записана разность на области Am(z, G)f, что

не изменило величины правой части (2.10).
Если* = ЛГ, то оставляем^,л/ = ^,лг/ввиде(2.10). Еслиже2 ^ s ^ N—1,

то в (2.10) совершаем замену переменной za на z, исходя из первого из равенств

za = г + (1 + v3+izs+1 - v.+16(l + vs+2&)za+2
+ ■■■ + (-1)^—4+l,N-l*W—Х(1 + VNS)ZN) =Z + y,

а затем, исходя из второго из этих равенств, заменим переменную zs+1 на у.

Получим

i/1,...,i/jV=0
х 4=1 * '

лг

1 + */s+id \ 1 + v3+\b

+ ■■■ + (-1)^—4+l,Ar-l*N—4l + "N<*)*N))
n

xAm((-l)'-4,.-i^,G)

x /(x + p + 53(-l)*-4*-i**-1(l + M)«*

+ (-1)Vo.^-i^-Hl + v,S){z + y^dz1... dz3-1 dzdy dzs+1... dzN. (2.11)

В случае s = 1 избавляемся от дифференцирования / в (2.8) тем же способом,

интегрируя по частям не по z}, а по yi.
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Символом ^t,s,jv/(#) будем обозначать правую часть (2.8). Тогда

N

&t,sf = &t,s,Nf = &t,s,s+2f + Y, (&t,s,lf ~ ^M,!-l/).
l=s+3

В силу (2.1) &t,s,if — &t,s,i-i можно записать в виде интеграла от разности;

при этом, считая интегрирование по (zs+2,..., zl) внутренним, сталкиваемся с

необходимостью оценить

J J
fc=5+2

х A^-l)1—1i/a+1|i_1*1—2(1 + ui8)z\G)
-io-i

* ( 7T^ 1 (У + "-+i*(l + ^+2<*)*5+2

Отсюда при всех достаточно малых S > О

г-s-i

\It,s+2,l(y)\^c(Jrj(z)dz)
'

ft1—12m<1—^то'—1*'-+1ч(Т-1Д-1»)

^ С12-'+3+1»7(Г-1Д-1у).

Поэтому и с учетом (1.2), (1.4)

|*-/м1<а(Пл)- £ (ffirfe)
«'l i/._i=04ib=l т"*"/

^ ^
fc=2

х |Am(i/0>s_i<5s2, G) /(х + р + г1)! d*1... dza~l dz

^^JjrKT-'R-'yMT-'R-'z)
x |А*»(ъ,.-1б'г,")/(» + ? + »)|{|[рг- (2-12)
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Оценим теперь 29>t,ftf{x) из (2.9). Избавившись от дифференцирования / с

помощью интегрирования по частям по z\, получаем

\»t,Nf(x)\ *к j2~N Jr}(T-1R-1y)\Mx + p(t,x) + y)\^r. (2.13)

Построение интегрального представления основано (как ив [1]) на формуле
Лейбница-Ньютона:

S?№ = S?0f(x) - J*° fiSFftx) dt, 0 < e ^ to, (2.14)

в котором -fl-S^f заменено на правую часть (2.7), причем &t,s$, &ttN
преобразованы к форме, не содержащей производных от / (см., например, (2.10)). Это

равенство, написанное для точки х = х^, будет выполняться, очевидно, и в

некоторой окрестности точки х^ с тем же самым путем р и, следовательно, с тем же

самым ядром усреднения, что и в самой точке х^. Дифференцируя такое равенст-

во и обозначив символом да производную D£ от усреднения 5tN/ или от —S^f
с замороженными параметрами ядра усреднения, получим

daS?f(x) = daS»f(x) - J'" da^S»f(x) dt, 0<e^ t0. (2.15)

При этом производную да будем считать примененной к ядру усреднения (но
не к /о(#), Am(z, G)f(x)), что можно осуществить с помощью предварительного

сдвига переменной интегрирования (обычная возможность реализации

дифференцирования свертки).
Равенство (2.15), установленное длянепрерывно дифференцируемой функции /,

переносится с помощью предельного перехода на произвольную функцию / €

L(G,loc).
Если же Daf € L(G, loc), то предельным переходом при t ->• 0 получаем из него

представление

Daf(x) = daS?f(x) - j* dajtS?f{x) dt, 0 < т ^ t0. (2.16)
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При этом интеграл понимается как сходящийся на нижнем пределе в смысле

L(G, loc), а само равенство с точностью до множества меры нуль.

Нам понадобятся оценки dQ—S^f(x) из (2.15), (2.16).
В случае а = О они уже получены (см. (2.7), (2.12), (2.13)). Повторяя их вывод

и в нужный момент реализуя дифференцирование да свертки с помощью

дифференцирования ядра, получаем:

a
N

aa-5tN/(x) = Je-^.JW + ^t.Jv/W, (2.17)
5= 1

\da&tA*)\ ^ Cat-lT„^{t)-^ Jf ri{T-1R-1ymT-lR-iz)

x |Д«К,-1*'г,G)/(* + p + ji)|^pr, (2.18)

W*8ltM*)\ < Ca2-JV*-1Tmta(t)-|e|

x JfHT-iR-iy) |/o(x + p(t,x) + »)| jpr
• (219)

Аналогично обобщаются и оценки (2.5):

\daS?f(x)\ < CQTmiD(t)-W JК(у) \f0(x + p(t,x) + RTy)\ dy. (2.20)

3. Оценки разности функции. Оценим разность AM(v)Daf с помощью

представления (2.16). Пусть v € Rn, [х,х + М<5] С G, *(v) = maxT"1(|v|) ^ t0,
i

так что min T{(t(v)) ^ |г>|. Учитывая свойства 1°, 2° из определения 3, имеем
г

М

\AM(v)D°f(x)\^Yl (^Ц \d*£s>ff(x + xv)\dt + \bM{v)daS>[v)nx)\
М /

-кж\

= 531 )^+**>>у) + J(*> v)> (зл)

где 1к -

результат подстановки (2.17), (2.18), (2.19) в интеграл по (0, t(v)].
Оценим последнее слагаемое J в (3.1). В силу определения 3

J(x) = \bM(v + v)daS?{v)f(x + p(t(v),x))\,

где S^f(y) -

усреднение, определяемое с помощью p(t, у) и R из п. 2°

определения 3. Поскольку на отрезке х + p(t(v),x) + [0,М(v + v)] при фиксированном
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t = t(v) параметр R ядра усреднения не меняется, J(x, v) легко оценивается через

\ж 1)
V + ?

интеграл от производной порядка М по направлению^

\J(l

\v + v\

rM

\v+v\
x,v)\^\v + v\M / hM-1\d^d<*S»v)f{x + p(t(v),x) + h{v + v))

JO I \v+v\

dh.

Производнал по направлению e

|/3| =M

поэтому для дальнейшей оценки J можно воспользоваться равенством (2.15) с

заменой в нем е на t(v) и а на /3+а и равенством (2.17). В силу (2.17), (2.20) получаем
теперь, что

\J(x,v)\^Ca Г Г° Train(*)-|Q|-MMm [ftJiT-iR-iyWT-iR-iz)
JO Jt(v) J J

x^i^^S'z^Hx + p + y + hiv + ^l^r^-jdh
+ CaJ0(x,v), (3.2)

где

Jo(*,u) = rmin(to)-|a|-MMM

xf f K(y)\f0{x + p(to,x) + RT(t0)y + h(v + v))\dydh. (3.3)

Пусть 1 < p < q ^ со. Оценим Lg-норму \AM(v)Daf\, используя (3.1), (3.2),
(3.3), неравенство Минковского для интегралов, неравенство Иенсена

(J2ak) ^ (Ha*J прио^^О
1/9 /_ \ 1/Р

| <(е
к ' х к

и неравенство Юнга для свертки

Р"*/11,<1№11/||„ 1 = 1=1- + 1
*'Будем считать, что v + v ф 0. Рассмотрение более простого случая v + v = 0 опустим.
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Получаем

\\M,v)\\q < Crmin(<0)-|Q|(n^)~1/P+1/9|l/ I bp(G)||,

IW-,-)IU<q-r£)T1i!r|-i#(n^)"1/'fl/f"1
x{E E \JK(T-'R-Ht,^j)z)

-ip-ii/p jt

x||A"l(«J2,G)/|Lp(normaxQo + 2MTmax)||| J <fc
у

+ C||J0(-,i>)ll,, Ti = Ti(t).

ll«■>.)l.^f>т^rlЩ^""t"■",

x||Am(^,G)/|Lp(n0rmaxQo + 2/irmax)||l J <fe
у , Ti = Ti(t),

При получении последней оценки мы оцениваем сначала ||/>г,е (•, v)\\q, где I^^e
отличается от 1^ — i^o лишь заменой нижнего предела 0 внешнего интеграла на

е € (0, t(v)). Затем переходим к пределу при N ->• оо и, наконец, к пределу при

Из последних трех оценок получаем основной результат работы.

Теорема 1. Пусть М Е No, G С W1 является областью с М-условием
гибкого Т-конуса. Тогда справедливо следующее неравенство

sup \\AM(v,G)Daf\\q
\vKh

ptQ Г и "I W

$ChM\\f\Lp(G)\\ + cjQ [5A_Ji Tie'(nrfc)
-l/p+l/g-l

x(E E [/^(r-^-^tM.j»

x\\Am(Sz,G)f\Lp(nQTmaxQ0 + 2^Tmax)\\dz\ J y, (3.4)

где T{ — T{(t), 0 < h ^ 1, постоянные С, no we зависят от f.
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Если же область G удовлетворяет дополнительно условию независимости

R(t, /х, j) от /i (т.е. R(t, ft, j) = R(t, j)) в условии 3° определения 3, то

sup \\AM(v,G)Daf\\q

A ft0\ k lM_-l„l/l-T_ Ч-1/Р+1/9-1
JO rto V U 1

M
/

<Cfc"||/|Lp(G)|| + Ci;/ UA- T-^(Y[Tk)
J^[Jo LiminJ1 v" '

x IK{T-1R-1(tJ)z)\\Am(Sz,G)f\\pdzj,
Ti = Ti(t)9 0 < h ^ 1. (3.5)

Следствие. В условиях теоремы 1

{io
^ ltpdt

Y, E^m)(Tmax,n0TmaxQo + 2MTmax,/)^ -, (3.6)

lM ■ ■ - * -1/jH-l/fl

где Ti = Ti(t), 0 < /i ^ 1, постоянные С, no we зависят от f.

Если же область G удовлетворяет дополнительно условию независимости

R(t,nJ) от/х (т.е. R(t,vJ) = R(t,j)), то

М
. -l/p+1/q

а;^)(Л,С,^/)^С7Лм||/|МС)|| + СУо [^-j Г^в|(Пг*)

x^m)(Tmax,G,/)py, Ti^Tiit), 0<Л^1. (3.7)

4. Вложения пространств Вр
™

(G). Теоремывложения Bj, ^ (G) в #* в (G),
в Lq(G), в C(G) можно получить как результат ограниченности оператора,

определяемого правой частью (3.6) или (3.7) на весовом L(T((0, /1о])-пространстве с

весом /i"**7""1 со значениями в весовом Lg((0, Ло])-пространстве и т.п. Ниже мы

получаем таким способом некоторые простые достаточные условия вложений.

Некоторые связи между пространствами В^ (G) содержит следующая

лемма.

Лемма 1. Пусть G является областью с условием гибкого Т-конуса,
0<Z<Z + £<meN, 1 ^ <т < 0 ^ оо. Тогда

Blp%<m)(G) С В1$Цв) С Bl$\G). (4.1)
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Доказательство основано на оценке

\\Am{z,G)f\\p^Cf
3

\\Am(tz,G)f\\pdt, 0<<5<|,
(см. [1; п. 16.1]) и применении неравенства Йенсена, как это сделано в [1; п. 18.8].

Теорема 2. Пусть М 6 N, G С 1п является областью с М-условием
гибкого Т-конуса, 0 < / < т, 0 < s < М, l^p^g^oo, 1^0^ оо,

1l/o h 1Уо lrmln(*)j

Tk) Tmax(t)lj\ y) <<XK <4-2)

Тогда

D°B^)(G)c<eM)(G). (4.3)

Доказательство. Рассмотрим лишь случай в < оо (при в = оо рассуждения

упрощаются). Опустив доказательство более простой и содержащейся в

следующей теореме оценки \\Daf \ Lq(G)\\, займемся лишь оценкой

{ Г snp\\AM(v,G)DV\\eqh-^YUo \v\<h
q h J

Ради простоты записи будем считать, что в условии 3° определения 3 R(t, \i, j) =

R{t,j) не зависят от /i. Из (3.5) следует, что достаточно оценить

-i/p+i/<j-i

{Г*-[Г[5535]ГГ-(0""Ш««))'
,/i,(r-.s-4.,iW|2|'№^„f]"f}'

Оценив||Дго(о"г,G)f\\p\z\~lнормой||/ | B$%}(G)\\,всилу(4.2)получаем(4.3).
Замечание. Условие (4.2) при в — 1 имеет вид

jTMO^n^f^W))-1-1'1 т
< °°«

а при в = оо

-» "- П5Лт1М(г-<'»"'°1(П^(<))"'/'+1"(гю„(.))'|.0</i</io
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Теорема 3. Пусть G С Rn является областью с условием гибкого

Т-конуса, а е Nq , 0</<m, l^p^g^oo,

^^T^Wj^n^W)"1^17'^^^))-10' J < oo. (4.4)

Тогда DaBlp{$(G) С Lq(G).

Доказательство. Будем считать ради простоты записи, что в определении 2

Д(^,/х, j) = R(t,j) не зависят от //. Воспользуемся оценкой (3.5) при М = О

(область G удовлетворяет определению 3 при М = 0):

/**° |Л| /-r-^ \ -1/р+1/<7-1

1Р°/ I £„«?)Н « СУ I £„(G)II + С / (Гпн,(ОГ""(Пг»<<>)

Оценив || Am(Sz,G)f\\p\z\ *нормой||/ | -BP,S> (G)||, в силу (4.4) получаем
утверждение теоремы.

Теорема 4. В условиях теоремы 3 при q = оо справедливо вложение

D°B1P{$(G)CC(G).
Доказательство. Достаточно заметить, что в силу теоремы вложения из

[1; п. 18.11] производная Da каждой функции / Е BpJ^(G) эквивалентна

непрерывной, и воспользоваться теоремой 3 при q = оо.

Теорема 5. Пусть G С 1п является областью с М-условием гибкого

Х-конуса, О < / < га € N. Тогда:

1°. П/Ш 0 < 8 < М, ZAmin ^ (S + H)Amax + (1/р - 1/$)|А|

D^;y(G)C<,M)(G);
2°. при М = 0, /Amin ^ |а|Атах + (1/р - 1/«)|А|

D^fOc^fG);

3°. npw М = 0, /Amin ^ |а|Аmax

£>eBjJ™}(G) С (7(G).
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Доказательство. 1°. Считая ради простоты записи, что область G

удовлетворяет еще и условию независимости R(t,fi,j) от /х (т.е. R(t,n,j) = R(t,j)) в

условии 3° определения 3, из (3.7) при 1 ^ в < оо имеем

h-*uM(h,G,Daf)q < ChM~a\\f | LP(G)\\
Iм/ h \-° AI^M1/*

+ <<пгш:ш"<] f}
где ip(t) = ^-гл^па;(т)(^Л^п,С,/)р.

Остается воспользоваться неравенством Харди (см., например, [1]).
При в — 1 оценки лишь упрощаются. Этот случай содержится также в

теореме 2.

2°. Утверждение следует непосредственно из (3.7).
3°. Достаточно заметить, что в силу теоремы вложения из [1; п. 18.11]

производная Daf каждой функции / Е Врд (G) непрерывна, и воспользоваться

утверждением 2°.
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Слабая обобщенная локализация для

кратных рядов Фурье непрерывных функций
с некоторым модулем непрерывности

И. Л. Блошанский, Т. А. Мацеевич

Пусть Е -

произвольное измеримое множество, Е С Т = [—7Г, 7г) , N ^ 1,

fiE > 0 (|х - мера). В работе исследуется слабая обобщенная локализация

почти всюду (п.в.), т.е. вопрос о сходимости п.в. на каких-либо подмножествах

Е\ С jE7, цЕ\ > 0, кратных тригонометрических рядов Фурье функций, равных
нулю на Е. Получены достаточные условия (в терминах структуры и геометрии
множеств Е\ и Е) сходимости п.в. на Е\ кратных рядов Фурье (суммируемых

по прямоугольникам) функций из Н" (Т ), ш (6) = ом log - log log log - J,
S -> 0. Найденные достаточные условия (связанные с определенными

трехмерными ортогональными проекциями множеств Е\ и £?, и названные свойством Вз
множества Е) обобщают полученные ранее (одним из авторов статьи)
свойства В*., к = 1,2, множества Е (связанные соответственно с одномерными и

двумерными проекциями множеств Етл.Е\)- достаточные условия сходимости п.в.

рядов Фурье функций из классов L\(T )иЬр(Т ),р > 1, соответственно.

Библиография: 14 названий.

Введение

1. Рассмотрим iV-мерное евклидово пространство RN, элементы которого

будем обозначать х = (rri,... , arjv), и положим кх = к\Х\ + ••• + к^х^,

Введем множество ZN С RN всех векторов с целочисленными координатами и

для любого m Е Z1 введем множество Z^ = {п6 Ъм :rij ^ m, j = 1,..., ЛГ}.
Пусть 27г-периодическая (по каждому аргументу) функция f(x) € LP(TN),

р ^ 1, где TN = {х € RN : —7г ^ Xj < 7Г, j = 1,..., ЛГ}, разложена в кратный
тригонометрический ряд Фурье:

/(*) ~ j; c*e><*x). (0.1)

Работа вьшолнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект№ 96-15-96073).

Работа первого автора выполнена также при поддержке программы "Ведущие научные
школы" (проекте96-01-00332).
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Для любого вектора п = (п\,..., п^) £ Ъ± рассмотрим прямоугольную

частичную сумму

п\ nN

Sn(x;f)= Yl £ cke*k*Xi+-+k»*»l (0.2)

При этом под сходимостью ряда (0.1) по прямоугольникам будем понимать

существование предела частичных сумм Sn(х; /) при п ->• оо (т.е. min п^ -> оо J.
Пусть 21, 21 С TN, -

произвольное измеримое множество, /х21 > 0 (/х = /x;v
-

N-мерная мера Лебега), и пусть /(#) = 0 на 21.

Основной целью нашего исследования является изучение поведения на 21

частичной суммы (0.2) при п —> оо в зависимости от структуры и геометрии

множества 21, а также условий, накладываемых на функцию /(х).

2. Для одномерных рядов Фурье функций / Е Li классический принцип

локализации Римана утверждает, что ряд Фурье функции / € Li(T1), /(х) = О

на интервале I С Т1, сходится к нулю равномерно на каждом сегменте, целиком

содержащемся в I.

Для кратных рядов Фурье (N ^ 2) классический принцип локализации

Римана перестает быть верным не только для непрерывных функций [1], но и в любом

классе

H"(TN) = \feC(TN):u;(8J)= sup \f(x) - f(y)\ = 0{u(6)) },
x,y€TN

где модуль непрерывности u(S) = X(S)(log - 1 , a X(S) -

произвольная

монотонно стремящаяся к -fоо при S -4 4-0 функция (см. [2; с. 31]).
Замена равномерной сходимости ряда Фурье на множестве, где разлагаемая

в ряд Фурье функция равна нулю, сходимостью почти всюду (п.в.) позволяет

(см. [3], [4]) доказать (при N = 2 в классах Lp,p > 1) справедливость

обобщенного принципа локализации п.в., заключающегося в том, что двойной ряд Фурье

(суммируемый по прямоугольникам) функций / 6 LP(T2), р > 1, f(x) = 0 на

открытом множестве 21 С Г2, сходится п.в. к нулю на 21.

Этот принцип перестает быть верным при N ^ 3 в классе C(TN) не только на

открытых множествах 21 С TN [4], но даже на любых множествах 21, не плотных
в TN [5]. Однако в [6] было установлено, что обобщенный принцип локализации

п.в. остается справедливым при N = 3 в классах #W(T3), и>(6) = o(uo(S)) при

S -+ +0, где

u0(S) = (log ^ logloglog ^) ~\ (0.3)

Заметим, что класс функций Н"(Т2), ш(8) = о(ш0(6)), 6 -► +0, впервые

появился в работе К. И. Осколкова [7], где была доказана сходимость п.в. двойных

рядов Фурье функций f(x) из такого класса. (Ряд оценок работы [7] будет
использоваться нами при доказательстве леммы в § 1 настоящей работы.)
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3. В работах [8], [9] одним из авторов было введено понятие "слабая

обобщенная локализация почти всюду".

Определение 1. Пусть 21 -

произвольное множество положительной меры.

Будем говорить, что для кратных рядов Фурье функций из Lp, р ^ 1, справедлива
на множестве 21 слабая обобщенная локализация почти всюду (СОЛ), если для

любой функции f(x) € LP(TN), р ^ 1, f(x) = 0 на 21, существует подмножество

положительной меры 2li множества 21 такое, что

lim Sn(x;f) = 0 почти всюду на Sli.
п—юо

Введем следующие обозначения. Пусть М
- множество чисел {1,2,...,ЛГ},и

пусть к € Ъ\, 1 ^ к ^ N. Обозначим через J = Jk = {j1?..., jfc}, js < jt при
s < l,и (в случае A: <N)M\J = M\Jk = {mi,... , mjv-*}, ms < пц прив < /

-

непустые подмножества множества М. Разложим пространство на сумму

двух подпространств R^ и KJ^w, где

R* = {х = (xi,...,Xiv) € RN :xj =0npnj e M\J},

RM\J = ix = (*Ь • • • ,^n) € EN : x, = Опри j € J}.

Обозначим также

T) = {iG Rkj : -tt^Xj <irnpHJ=ji,...Jk],

lM\J
= ix e RM\J : _7r ^ хзTM\J = {*€ rm\j : -n^Xj <тгпри.7 =mi,...,mN-fc}.

Очевидно, R» = RN, a T» = TN.

Пусть Qj, J = Jk С M, -

произвольные (непустые) открытые

подмножества Tj. Положим

Wj = Uj x Г£-;, (0.4)

И^ = П Wj. (0.5)
JjtCM

Предполагая (при к ^ 2), что tt^ ^ 0, рассмотрим

W* = W(H^0) = (J Wj. (0.6)
JfcCJfr

В работах [8] и [10] И. Л. Блошанским были введены и изучены свойства Bi и Вг

множества 21 С TN, указывающие на определенную структуру и геометрию

этого множества (связанные, соответственно, с одномерной или двумерной проекцией
определенного подмножества 21). В настоящей работе введем некоторое

обобщение этих понятий, рассмотрев свойства В*, (1 ^ к ^ N) множества 21.
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Определение 2. Будем говорить, что множество 21 С TN, N ^ 1, обладает

свойством Bfc, 1 ^ А: ^ N, если существует множество W* вида (0.6) такое, что

n(Wk \ 21) = 0, причем свойство В* есть свойство Bk(W%), если Wk = W(W%).
Замечание 1. Учитывая определения (0.4)-(0.6) множеств Wj, W%, Wk,

видим, что при к = N Wj = Wfc = Wn. Следовательно, множество 21 С TN,
обладающее свойством B;v, - это множество, для которого существует открытое

множество ft С TN такое, что /г(П \ 21) = 0.

Замечание 2. Если множество 21 обладает свойством В*, то оно обладает и

свойством В*+1, А: = 1,2, ..., ЛГ — 1. Обратное, вообще говоря, неверно.

4. Пусть 21, 21 С TN, -

произвольное измеримое множество, //21 > 0 (N ^ 1).
И. Л. Блошанский доказал (см. [7]-[10]), что для такого множества 21 и любой

функции / € Lp(p^ 1), /(я) = 0 на 21,

lim Sn(x;f) = 0 для почти всех х € Wj, fc = k(p,N), (0.7)

тогда и только тогда, когда 21 обладает свойством ВдДИ^), А: = 1,2, причем

а) еслир = 1, N ^ 1, то в оценке (0.7) А: = 1,

б) еслир > 1, N ^ 2, то в оценке (0.7) А: = 2.1)

Таким образом, учитывая определение 1, на множестве 21 С TN (N ^ 1) в

классе Z,p (р ^ 1) справедлива СОЛ тогда и только тогда, когда множество 21

обладает свойством В*, к = к(р, N) = 1,2; причем fc = 1, еслир = 1, iV ^ 1 и

А: = 2, еслир > 1, AT ^ 2 (см. [9; теоремы 2, 4] и [11; теорема 2]).
Итак, видим, что для случая N ^ 1 в классе L\ справедливость или

несправедливость на множестве 21 С TN СОЛ определяется структурой и

геометрией множества 21, которые описываются свойством Bi. При повышении гладкости

рассматриваемых функций (т.е. для функций mLp,p> 1) в случае N ^ 2

свойство Bi множества 21 заменяется свойством Вг, т.е. "жесткие" условия на геометрию

и структуру множества 21 (определяемые свойством Bi), заменяются более

"мягкими" условиями, накладываемымина ту жегеометрию и структуру множества 21

(определяемыми уже свойством Вг).
Возникает вопрос о еще большем ослаблении условий, накладываемых на

геометрию и структуру множества 21 (в терминах свойств В*, 2 < к ^ ЛГ), если

рассматривать СОЛ при N ^ 3 для более гладких функций, например, в

классах Я" (Г*).
5. В настоящей работе доказано, что такими "мягкими" условиями (на

геометрию и структуру множества 21) для справедливости СОЛ на 21 в классах Ны(TN),
N ^ 3, является свойство Вз. Точнее, в статье получены следующие

достаточные условия справедливости СОЛ для рядов Фурье функций из HU{TN), N ^ 3,

w(*) = o(wo(<J)), *-►+().

'Заметим, что, в отличие от случая р = 1, необходимость в случае р > 1 доказана в [10]
при некоторых дополнительных ограничениях на границу множества 21.
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Теорема. Пусть 21, 21 С TN, -

произвольное измеримое множество,

N 5> 3, /х21 > 0. tft/сть /(а?) = 0 на 21 u / G H"{TN), где

и(8) = oQlog - log log log -] ) при (5 -► +0. (0.8)

Тогда если множество 21 обладает свойством Вз(И/з )> тгао

lim Sn(x;f) = 0 для почти всех х € И^-

Замечание. Несколько модифицируя конструкцию примера функции,
построенной М. Бахбухом и Е.М. Никишиным в работе [12] (функции / € НШ(Т2),
и>(5) = (log(l/<$))_1, двойной ряд Фурье которой расходится п.в. на Т2), и

используя технику построения контрпримеров, предложенную одним из авторов

в [5], [6], можно указать (не пустые) открытые множества 21 С TN, N ^ 3 (не
обладающие свойством Вз) такие, что в каждом классе HU,(TN)1 определяемом

модулем непрерывности

и(6) = Л(д) (log - J , где —-— - целая часть —-— ,

а \{6) -

произвольная функция, монотонно стремящаяся к +оо при S -► +0,
найдутся функции f(x), равные нулю на 21, такие, что

lim \Sn(x]f)\ = +оо для почти всех х € TN.
п—-юо

Сформулированный результат доказывает существование (не пустых) открытых

подмножеств TN, N ^ 3, на которых в классах Hu;(TN) не справедлива не

только обобщенная локализация, но и, более того, слабая обобщенная локализация

(последнее есть следствие того, что указанные подмножества не обладают

свойством Вз).
Далее в § 1 будет доказана лемма, с помощью которой в § 2 будет доказана

теорема.

§ 1. О поведении частичных сумм кратных рядов Фурье
функций из класса Нш, и){8) =*о(а;о(5))

Положим Dn(u) = Dni(tii) • • • DnN{unN), где

_
sinjnj + \)Uj

*Mt*ni)- 2sin-L
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-

одномерные ядра Дирихле, j = 1,..., N. С помощью введенного ядра Dn(u)
прямоугольную частичную сумму (0.2) ряда Фурье функции f(x) можно
представить в следующем виде

Sn(x; f) = \ f fix + u)Dn{u) du9 n e Z$. (1.1)

Пусть r, i/, I - целые числа, 0 ^ r, i/, I ^ N, и пусть k = (fa,..., км) € ZN.
Обозначим

Д(г, i/, /) = {A: € ZN : 0 = kQ < fa < • • - < kr ^ N;

0 = ко < kr+i < • • • < кг+„ ^ iV;
1 ^ A;r+l/+i < • < kr+„+i ^ iV; fcsi ф kS2 при si ^ s2},

(1.2)
0^r,*/,Z^iV, r + */ + Z = iV.

Лемма. Пусть f € HU(TN), гдеи(6) удовлетворяет условию (0.8). Тогда

для любого вектора S = (<$i,..., <5jv) € R^, 0 < <5j ^ 7Г, j = 1,..., AT,

Sn(*;/) = ^(<5,*,/)+M^*,/), (1.3)

где

E £ Л-ЛГ ■■■/*

V V f f / /* +" 1

r+"=N
x /(* + u)Dn(u) dukl ... dukN, (1.4)

Л4но»сество Д(г, j/,/) определено в (1.2); а ап(<$, я, /) гшеет следующую
оценку: существует номер в = 0(/) € Z*6 такой, что2)

sup |ап(«*,х,/)||| ^ С(р,*) • [w(l,/) + ||/НМт»)]. Р> 1. (1-5)
n€Z: Ьр(Т^)

комстамта С(р, S) в (1.5) ме зависит от функции /.

2>Не ограничивая общности будем считать, что логарифмы в условии (0.8) по

основанию 2.
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Доказательство леммы. Фиксируем произвольное S = (£i,... ,<5лг) € RN,
О < Sj ^ 7г, j = 1,..., ЛГ, и распишем частичную сумму (1.1), используя
обозначения (1.2), следующим образом:

/6k
. ГТК rn

Г

I
••• / f(x + u)Dn(u)dukI

• • • GfofcN

= E E 4r'*'°(M,*,/). (1.6)
0^r,r/,^NA;6A(r,i/,0

/—6-7Г
,при/ = О-интегралывида / ,где^'= 1,... ,iV.

-

dj J Sj

Обозначим через Bn
"'

(<5, s, /) внутреннюю сумму в (1.6), т.е.

Bfr"*lX8,xJ) = £ Afr**Hk;6,x,f), (1.7)
Л€Д(г,1/,0

причем число слагаемых в сумме (1.7), в силу определения множества Д(г, v, /),
ЛГ!

равно -г-гтт.

г! ИЛ
В таком случае, учитывая (1.6) и (1.7), имеем

Sn(x;f)= £ 4™'>(*,*,/).

Разобьем последнюю сумму на четыре суммы, т.е.

5п(х;/) = { Е + Е + Е + Е W^ow)
I 0<r,^N 0<r,J^N 0<r,J<N 0^r,^N J
3<i/<N i/=0 i/=l i/=2

r+iH-l=N r+J=N r+J=N-l r+J=N-2

3

= Jn(6,xJ) + Y,«L34bxJ) = Jn(6,xJ) + an(6,xJ). (1.8)
3=1

Заметим, принимая во внимание обозначения (1.6)—(1.8), что первое слагаемое

в (1.8) - Jn(£j #) /) _ совпадает с (1.4). Оценим второе слагаемое - ап(<5, х, /) -

в (1.8). Для этого оценим каждое из слагаемых ап(<5,х,/), s = 1,2,3.
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Предложение 1, Для любого вектора 8 = (8i,.. .,8jsr) € RN, О < 8j ^ 7г,

j = l,...,N,

II sup |а#>(*,*,/)|
"»€Z0" bi(T^)

sup
nezS'

5; я^^лЦ
0^r,l^N

1"

r-H=7V
bi(TAf)

^ C(*)||/||Ll(TW)>

где константа C(S) не зависит от функции f.

Предложение 2. Для любого вектора 8 = (6\,... ,Sn) € RN, 0 < Sj ^ ■к,

j = l,...,N,

sup \aW(6,x,f)\\ Ы^") sup

n€Z^
53 в^1^,*,/)

M**w)
r+J=N-l

<C(p,6)\\f\\L

где константа C(p,8) не зависит от функции f.

Предложение 3. Существует номер в = 9(f) 6 Ъ\§ такой, что для

любого вектора 8 = (8\,..., 8^) € MN, 0 < 83 ^ 7Г, j = 1,..., N,

.pja<?>№*,/>iiMr„,= sup

n€Z^
J] 1#^>(«W)

0<r,l<N LP(T")
r+l=N-2

<C(p,S) -[«(l,/) + ||/IIl„<t")]. p>i.

где константа C(p,8) не зависит от функции f.

Доказательство первых двух предложений было проведено И. Л. Блошанским

в работе [9; теорема 1]. Докажем предложение 3.

Доказательство предложения 3.

Оценим BnyUy (8,х, /) при v = 2. Для этого рассмотрим и оценим каждое

слагаемое в сумме (1.7) при v = 2. В этом случае для произвольного вектора

А: € А (г, 2,1) соответствующее слагаемое в (1.7) имеет вид:

7Г }_„ J_„ J-hr+lJ-K+2JhT+3
•• / f(xi +ui,...,xjv + UN)Dni(ui) • • ■ DnN(uN)dukl ...dukN,
•4+2+1 (1.9)

0^r,l^N-2, r + l = N-2.
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Заметим, что при I = 0 интегралы вида / , 1 ^ j'^ 7V, в (1.9) отсутствуют.

Обозначим yj
=

xkr+j, j = 1,2, у = (уи у2) € Г2,

X = (Xfd ,
• • .

, Xfcr , хкг+з j
• • •

1 xkjv j € i
д/\j* )

где J* = J£ = (fcr+i, Av+2) С M, и положим

/=/(») = /(»; г) = /(*); (iio)

обозначим также m^ = ю*г+., *j = u*r+,> i = 1»2, wi = (ra1,7712) € Z§,
f = (ibt2)eT2H

Оценим in
'

(A:; (5, x, /). Так как

\Dnj (uj)\ ^ Co(Sj) = const при Sj ^ |tij| ^ 7Г, j = 1,..., ЛГ, (1.11)

то, учитывая (1.11), 27г-периодичность функции / по каждой из переменных Xj и

обозначения (1.10), из (1.9) получаем

l^r,2,,)KC'1(*)/_8 \Sm(yJ(-,u))\du, (1.12)
TM\J*

где через 5m(j/; /) обозначен интеграл

SmivJ) = Л / *Г+1
/

"Г+2
f{yi + tuy2 + t2)Drni(tl)Drn2{t2)dt2dt2. (1.13)

Лг+1 Лг+2

Фиксируем произвольное й € ТмГ^» и оценим интеграл (1.13). Запишем 5m (y;f)
в следующем виде:

Г7Г

_

г г-Ч+1 /-Ч+2 r-4+i /■*

L«/ —7Г У —7Г J — 7Г ^*г+2

+ Г Г"'+'+Г Г 1
Лг+1 Лг+1 кг+2

- Г /***r+1 [~6кг+2 [6кг+х ЛГ
Лг+1 Лг+1 Лг+2

= 5т(р;/) - S&HvJ) - Sg>(yJ). (1.14)
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Рассмотрим первое слагаемое в (1.14) - двойную частичную сумму функции /.
Можем записать

\Sm(y, /)| < \Sm(y; f) - f(y)\ + \f(y)\ = \Rm(y; f)\ + \f(y)\, m e Ъ%. (1.15)

Оценим \Rm(y] / )|. Пусть для определенности m2 ^ rai ^ 2, тогда распишем
Rm. (</;/) так:

Дт(2/;7) = 41)(2/;/) + 42)(2/;/)) (1-16)

где

Drmih ~yi)dtiI&4vJ) = - Г f- Г f(tut2)Drn2(t2-y2)dt2-f(tuy2)

= - / [Sm2{y2'J(tu 0) -f(tl,y2)]Dmi(t1-y1)dtU (1.17)

a

42>(г/;/) = /g>(y;/) = ± Г /(«i,ft)Dmi(*i - »i)*i - /(г/ьЫ-
* У-7Г

В работе К. И. Осколкова [7] получена следующая оценка разности рп(х, <р) —

\Sn(x;ip) — <р(х)\ для непрерывной функции ip Е С(Тг), имеющей некоторый

модуль непрерывности uj(S) = ш(6, </?), удовлетворяющий условию
— > оо при
о

Pn(x,^) $Cv(x)-w(i)loglog^fl^, п = 1,2,..., (1.18)W w(i)

где С<р (х) -

неотрицательная конечная п.в. функция, не зависящая от п и имеющая

функцию распределения

Х(а) = fii{x е Т1 : Су(х) > а} ^ се~а/с, а > 0, с = const (1.19)

(см. [7; теорема 3]).
Оценка (1.19) позволяет, в частности, сделать вывод о равномерной (по у?)

ограниченности следующего интеграла

/ [С^(х)]р dx ^ с(р) = const, р > 1. (1.20)
«/—7Г

Оценки (1.18) и (1.20) дают возможность получить (аналогично оценке (53) в

работе [7]) следующую оценку для разности /^ , га Е Z§, в (1.17):

^тЧ*/;7)1 ^ const-lograi •

sup
—- / |Sm2(y2;7(*b *)) -7(*1,Ы|*1

yi€A /*1^ Уд

^ const • log rai • и (—) log log ,
•

sup
—- / ATi (*i, y2\ J) dt\,

Vm2/ ш(^) шеА^/д (121)
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Обозначив

где

а/(*) =*(*,/) = sup |/(y)-/(t)|,
\y-tK6
y,t€T2

а функция Кi (t\, 2/2; /) для каждого фиксированного t\ неотрицательна и конечна

для п.в. ?/2> данная функция также удовлетворяет оценке типа (1.20), т.е.

/[Ki(ti,у2\ f)]pdy2 ^ с(р) = const для всех ti, р > 1. (1.22)

K2(yJ) = sup
—- / K1(ti,y2\f)dt1

и учитывая, что максимальная функция Харди-Литтлвуда есть оператор

сильного типа (р,р),р> 1 (по переменной г/i), из (1.22) получаем:

J {K2(y;f)}pdy ^ d(p)J* (J* {K1(yuy2'J)Vdyiyy2
= Ъ(Р)£ (f {Ki{yuV2\ J)Vdy2)dVl

^ c2(p) = const, p > 1. (1-23)

Далее, так как для функции f(x) справедлива оценка (0.8), то равномерно по

х € TJ^7jm модуль непрерывности функции f(y) = f{y\x) = f(x) (см. (1.10))
удовлетворяет условию:

u(Sj)= sup |/(T/)-/(0| = o(flog7logloglog-] ) при (5->+0.

\y-t\^s
\l о dJ /

v,ter2

В таком случае, существует номер в = 0(f) Е Z\6 такой, что

log mi log log log mi -u (—,/) < 3 -u(l,f) при mi ^ 0. (1-24)
\mi /

Из оценки (1.21), учитывая (1.24) и принимая во внимание условие mi ^ т2,

получаем

l41}(2/;/)l ^ const .tf2fo,7) • w(l,/) при т2^т1> в. (1.25)

/2\
~

Аналогично, имеет место следующая оценка для Im (y;f)

\№Ш)\ = |/£|(»;/)! ^ const-АГ3(у; Л • w(l,/) при гщ £ 16, (1.26)
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где функция К$(у; f) удовлетворяет оценке, аналогичной (1.23). Таким образом,

из (1.16), учитывая оценки (1.25) и (1.26) имеем:

|Дт(»;/)| ^ const-#4(2/;/), т € Z|, (1.27)

где функция К±{у\ f) удовлетворяет оценке, аналогичной (1.23). В свою очередь,

оценки (1.15), (1.27) и (1.23) позволяют получить оценку для мажоранты

частичной суммы функции f{x):

sup |Sw(y;/)|| ^ С(р)[const а;(1,/) -h ||/Ньр(х2)], Р > 1. (1.28)
,n£ZJ WLp{T )

Теперь оценим второе слагаемое в (1.14) - Sin (у, /)• Для этого рассмотрим и

оценим следующийинтеграл (являющийся одним из слагаемых в сумме Sm (2/; /)):

J$ = \t
^^

[ kr*2f(yi+ti,y2 + t2)Drni(t1)Drn2(t2)dt1dt2. (1.29)

Остальные интегралы из Srn}{y\f) оцениваются аналогично. Учитывал (1.11),
имеем

\J(m)\<C2(S) Г Г |/((у1+*1,У2 +fe)|*l*2,
J _7Г J — 7Г

где С2(6) = —jCoO^r+i) * Со(£*г+2)- Таким образом, для мажоранты §т (у, f)
получаем

II sup |S<J>(»;/)|| ,_
< 167r2C2(<*)||/j|Ll(T2). (1.30)

И, наконец, оценим третье слагаемое в (1.14) - Sm (у; /). Докажем, что

З1ф |S£>(»;/)||* (т2)
< Co(p,S)\\I\\PLp(T2y Р > 1. (1.31)

Приведем краткое доказательство оценки (1.31) (подробное доказательство

подобных оценок былопроведено одним из авторов в работе [9; теорема 1]). Заметим,
что нам достаточно оценить один из интегралов, входящих в Sm' iy\f)»например,

следующий:

Jm(yJ) = 4 / *Г+1
/

*Г+2
J{yi+tuy2+t2)Drni{tl)Dm2{t2)dtldtx (1.32)
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остальные интегралы из Srn) (у; /) оцениваются аналогично. Учитывая 27г-пери-
одичность функции / по переменной у\ и оценку (1.11), получаем

\Jm(yJ)\^]:Co(SkT+1)
7Г

кг

XГ\*{Г~f k+2~Is }ttti'y2+t2)Dm*dt2 (1.33)*r+2

Используя оценку P. Ханта (см. [13])

II sup |S„(s,fl)||| frrl^C(p)\\g\\L(T^ р>1, (1.34)

для частичной суммы

Sm2fe/,ti) = - / f(ti,y2 + t2)Dm2{t2)dt2 (1.35)

функции / € C(T2) по переменной j/2? получим оценку для мажоранты

S*(lfe;/,*i)= sup |5т2(г/2;/,^)|. (1.36)

А именно,

||S.(ite;/,*i)||£ (T1) ^ C(p) Г \f(h,t2)\Pdt2, p> 1. (1.37)

Используя неравенство Гёльдераи (1.37), учитывая (1.32)—(1.36), получаем
оценку для мажоранты Jm (y\f)

II sup |Jm(y;/)|ir
,^2ч

^ Co(p,*)||/||J (T2), P> 1, (1.38)
llm€Z2 llLp(T2) *pl' J

что и доказывает (1.31).
Обозначим

S*(V'J)= sup |5m(y;/)|. (1.39)
m€Z|

Тогда, учитывая равенство (1.14) и оценки (1.28), (1.30), (1.31), имеем

\\S4yJ)\\Lp(T*)<C(p)-u(lJ) + C0(p,6W\\Lp(T>), Р>1, (1-40)

где константы С(р), Со(р, S) не зависят от функции /.
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Итак, для Лп
'

(см. (1.9)), учитывая (1.12)—(1.14) и обозначения (1.10),
(1.39), используя неравенство Гёльдера и оценку (1.40), получаем:

1/р

II sup \Afr2>*Hk;6,xJ)\\\ f^

^ Cl{S){£n '' /1 {IIt2 \S^Xkr^Xkr^f)\Pdxkr+l **r+2)
dukl . •. dukr dukr+s ... dukN >

<C(p,6)[u(lJ) + \\f\\Lp(TN)],

0^r,/^AT-2, r + l = N-2, keA(r,2,l). (1.41)

В силу произвольности выборавектора к из множества Д(г, 2, /) (см. (1.2))
последняя оценка справедлива для каждого слагаемого в сумме (1.7) при v — 2.

Следовательно, используя неравенства Гёльдера, Минковского и учитывая количество

слагаемых в сумме (1.17) при v — 2 (или, что то же самое, количество элементов

в множестве Д(г, 2, Z)), получаем

sup \Bir^lH6,x,f)\\\
пег," IIlp(t")

sup
nez"

p

Lp(T")

й

<

£ AW-lHk;8,x,f)
fc€A(r,2,0

1 • '

53 J sup i4r,2,0(M,*,/)i
fe€A(r,2,0 n^Z^

PNi,/) + ll/llMr«)]p-

2-r!l!

m

p

Lp(T")

2r\l\ C3(p,6)

то есть,

N\

supN\Bi^'lHS,x,f)\\\L < —^C3(p,S){^f) + Wf\\Lp{TN)},
71 с «^д P;P(T") 2r\l\

0^r,l^N-2, r + l = N-2. (1.42)

Таким образом,

sup |a<?> (<*,*,/)11
nez:" LP{TN)

^C4(p,<5)[u;(1)/) + ||/||mtn)],

где константа C^(p^ 8) не зависит от функции /.
Предложение 3 доказано.
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Из предложений 1-3 получаем оценку для мажоранты ап (S, х, /), ап (S, х, /) =

£aL3)(eJ,s,/), * = 1,2,3:
5= 1

sup |an(<5,*,/)||| ^ С5(р,*) И1,/)+ ||/||Ь(тлг)],
п&" Lp(T»)

где константа С$ (р, S) не зависит от функции /.
Лемма доказана.

§ 2. О справедливости СОЛ для кратных рядов Фурье
функций из класса Яы, ш(S) = о(шо(6))

Доказательство теоремы. Пусть 21 - произвольное измеримое
подмножество TN, N ^ 3, //21 > 0 (/х = fix

- iV-мерная мера Лебега), и пусть f(x) = О на

множестве 21.

Пусть множество 21 обладает свойством M3(W3). Следовательно, учитывая

определение 2, существует множество W(W£) вида (0.6), которое вписывается п.в.

в множество 21, т.е. МИ^И^) \ 21) = 0. Так как f(x) = 0 на 21, то f(x) = 0 п.в.

на W3.
Обозначим

Л(,).(Л* "Г"^- (2.1,JlK }
I 0, xG W3.

У ;

Очевидно, что функцию Д (я) можно считать 27г-периодической по каждой из

переменных.

Рассмотрим куб TN = [—27Г, 27г]^. Определим по аналогии с множеством W3

(см. (0.4)-(0.6)) множество W3 С TN. Для этого определим (аналогично (0.4))
множества

__

Wj3 = fij3 х 7^"*, Jz С M, (2.2)

где Qj3 С Tj3 -

открытое множество в пространстве Rj, J = J3 С М,
фигурировавшее при построении множества Wj3, и положим (аналогично (0.6))

^з= (J W*- (23)
j3cm

Очевидно (учитывая построение множеств W3 и W3), справедливы следующие

вложения

W3CW3 и W3°C р| И^3. (2.4)
JzCM

Далее, так как Д (х) = 0 на W3 С TN, то в силу 27г-периодичности функции Д (х)
по каждой из переменных имеем

Д(х) =0 при хе W3. (2.5)

Для дальнейшего доказательства нам потребуется (см., например, [14])
следующая
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Теорема (Уитни). Пусть дано произвольное непустое замкнутое

множество Р С RN. Тогда существует такой набор кубов &, & = {Q\,..., Qm,...},
что выполнены следующие условия:

1) UQm=n = MN\P; (2.6)
m

2) все Qm попарно не пересекаются;

3) diam(Qm) <$ dist(Qw,P) ^ 4diam(Qm) (2.7)

(под кубом понимается замкнутый куб в RN с ребрами, параллельными

координатным осям; два таких куба называются непересекающимися, если не

пересекаются их внутренности).

Рассмотрим открытое множество W® в качестве открытого множества П,
фигурирующего в теореме Уитни, а множество TN \ W® - в качестве замкнутого

множества Р. Тогда вместо условия (2.6) имеем:

W$ = {jQm. (2.8)
m

Рассмотрим произвольный куб Qmo из объединения (2.8). Обозначим

S° = diam(Qmo).

Учитывая (2.7), получим для этого куба оценку:

<50^diSt(Qmo,TN\W30)^4(50.

Элементы множества {а:}, где х = (:ri,... ,xpj) € Qmo> обладают следующими
свойствами:

1) я + и = (xi + tii,..., жат +ujv) € W§,ecjm\uj\ ^ <$°, j = 1,... ,iV; (2.9)
2) для любых

2/i,..., 2/л-1, yjx+1,.. •, 2/j2-b 2/jf2+b • • •>2/J3-b 2/J3+1' • • •»UN € [-27Г, 2тг]
имеем

(2/1) • •

•) Vji—iixj\ + Чп>2/ii+i»• • • >2/J2-1»^2 "*" Ч72'

2/j2+b • • .,2/^-1,^3 + Wj3,2/j3+i,... ,yN) e Wj3, (2.10)

если (xh,xj2,xh) e ftj3 П (5mo и luj! |, |uj2|, |uj3| ^ <5°, J3 С M, где Qmo
-

ортогональная проекция куба Qmo на пространство Rj, a Qj3 ~

открытое

множество в пространстве Rj, J
— J$ С М (в силу определения множеств

ЙЪиЙ03,см.(2.3),(2.2)).
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Рассмотрим частичную сумму Sn(x; /). Учитывая лемму (оценки (1.3)—(1.5))
для любого вектора S = (Si,... ,Sn) € RN, 0 < Sj ^ 7r,j = 1,... ,7V, имеем:

Sn(x;f) = Jn(6,xJ) + an(6,xJ). (2.11)

где Jn(5,x,f) определено в (1.4), а мажоранта an(S,x,f) удовлетворяет

условию (1.5). Учитывая, в свою очередь, определение функций Д (х) (см. (2.1)),
определение интегралов, входящих в Jn(<$, х, /), равенство (2.11) можно переписать

так

Sn(x;f) = Jn(<5,*,/i) + an(S,xJ). (2.12)

Оценим каждое из слагаемых в (2.12). Начнем с первого.

Предложение 1. Пусть х Е Qm0i тогда существует вектор S Е RN с

положительными координатами Sj = 6° = diam(Qmo), j = 1,..., N, такой,
что

Jn(S,xJ1) = 0. (2.13)

Доказательство предложения 1. Рассмотрим Jn(<5, х, Д). Учитывая

определение (2.1) функции fi(x), а также равенства (1.4) и (1.8), можем расписать

Jn(S, х, /i) следующим образом:

Jn(6,x,h)= Yl BlfHStXj!). (2.14)

r+v+l=N

Докажем, что все слагаемые в сумме (2.14) равны нулю при х € Qm0 и <5 =

(<Ji,...,<$jv) € MN, <Jj = (5°, j = 1,.. •, N. Зафиксируем произвольные го, vo, fo-

О ^ г0,/о ^ АГ, 3 ^ щ ^ ЛГ, го + vo + /0 = #, и рассмотрим В^го,|^,|°)(*,аг, /i).
В силу (1.7)

B(n^oM{SyXjl) = £ 4T°^<°>(M,*,/i), (2.15)
k€A(ro,vo,lo)

где множество Д(го, ^о> ^о) было определено в (1.2).
Покажем, что все слагаемые в сумме (2.15) равны нулю при х € Qmo и S € MN,

<Jj = 8°, j = l,...,iV. Рассмотрим в сумме (2.15) произвольное слагаемое

Л^,/о)(М,*,Л) при х € Qmo и J € MN, <J, = (5°, j = 1,... ,N. В силу (1.6)
имеем

к Js0 Js0 \J-6q J-S0 U-тг J-n

x Dn(u)dukl...dukrojdukro+1...dukro+Uoy
где A: = (А*,..., kN) € Д(г0,^о,/о) (см. (1.2)).
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Рассмотрим вектор и = (щ,..., и^) G TN с координатами,

удовлетворяющими следующим условиям:

—7г ^ Uj ^ —6° при j = k\,..., kro;

-6° ^ Uj ^ 6° при j = AVo+i, • •
•, *го+^о; (2Л6)

(5 ^ uj ^ 7Г при j = Avo+^+1,..., Av0+„0+j0;

0 ^ r0, /o ^ N, 3 ^ uo ^ ЛГ, ro + ^o + 'o = N. Если j/0 ^ 3, a x G Qmo> то в силу

свойства (2.10) существует множество Wj3, J3 С М (см. (2.3)), такое, что

х + u = (a?i + txi,...,Xjv +wjv) € Wj3- (2-17)

Действительно, если i/o ^ 3, то вектор и в (2.16) имеет (по крайней мере) три

компоненты Uj1, Uj2 и uj3 с номерами ji, j*2, J3- &г0+1 ^ Л < J2 < J3 ^ ^го+^ср
такие, что lifj-J, |wj2|, |i/j3| ^ ^°5 с другой стороны, так как a; G Qm0> т0 к0111'

поненты вектора х с номерами ji, ji и J3 удовлетворяют следующему условию:

(xj1 , xj2, Xj3) eQ,j3C) Qm0 (где Qmo -

ортогональная проекция куба Qmo на

пространство Mj, J = Jz С M), следовательно, в силу (2.10) получаем (2.17).
В таком случае, так как f\ (у) = 0 на Wj3 при J$ С М (в силу (2.5)), то из (2.17)

получаем, что если х G $то,авектор и удовлетворяет условию (2.16), где vq ^ 3,

To/i(x-fw) = 0,H, следовательно,

л(го,*о,'о)(М)Х)/1)=(). (2.18)

Таким образом, из (2.18) и (2.15) следует, что при х G Qmo и <J G RN, <5; = (5°,
j = 1,..., ЛГ, Bn

0,l/0'
(£, x, /1) = 0, а в таком случае в силу (2.14) и в силу

произвольности выбора чисел ro, J'Oj fo (0 ^ го, /о ^ N, 3 ^ г/о ^ N, го 4- ^о + /о = «W)
при тех же предположениях на х и S получаем

Jn((5,x,/i) = 0, xGQmo, * = (*1,---,*лг), &j=S°, j = 1,...,ЛГ.

что доказывает предложение 1.

Теперь рассмотрим ап(5, х, /), удовлетворяющее условию (1.5).

Предложение 2. Д/иг любого вектора <$ = (<$!,... ,<5;v) G KN, 0 < <5j; ^ 7г,

; = 1,...,ЛГ,

ап((5,х, /) -► 0 при га -► оо п.в. на Т .
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Доказательство предложения 2. Рассмотрим произвольную функцию

f(x) € ЯШ(Г^), ш(6) = o(ljq(S)) (см. (0.8)), и зафиксируем произвольное е > 0.

Выберем тригонометрический полином Рт(х) так, что

Н/-^т||с(Т") <£ (2.19)

Так как

lim \an(S,x,f)\ ^ lim \an{8,x,f - Pm)| 4- lim |an((J,x,Pm)|,
71—ЮО П—ЮО 71—ЮО

a lim an(<J,£,Pm) = 0 для п.в. x G TN, то, учитывая оценку (1.5) из
п—юо

леммы и то, что с^(1, /) ^ 2||/||С/Тлг\, получаем следующее: существует номер

в = 0(f - Рт) е Z\6 такой, что

lim \an(S,xJ)\

^ C(p,6)[«,(l,f- Pm) + ||/ " Pm\\Lp(T»)]
^C1(p,(5)||/-Pm||c(TN). (2.20)

Таким образом, из (2.19) и (2.20) следует, что an(S,x,f) -► 0 при п ч оо п.в.

на TN. Предложение 2 доказано.

Рассмотрим произвольный куб Qm из (2.8). ПустьЛ € RN ,rneSj = diam(Qm),
j = 1,..., N. Используя разложение (2.12) частичной суммы Sn(x; /) для этого

(5, в силу предложений 1 и 2 получаем:

Sn(x;f)->0 при п -у оо для п.в. х € Qm. (2.21)

А так как соотношение (2.21) выполняется для любого куба Qm в множестве W§,
то оно справедливо и для п.в. х G W§, т.е.

lim Sn(x]f) = 0 п.в. на И$.

Таким образом, на множестве 21, обладающем свойством 83(^3 )> справедлива

СОЛ п.в. Теорема доказана.
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Мультипликативные оценки

L\-нормы экспоненциальных сумм

СВ. Бочкарев

Настоящая статья является продолжением работ автора [1]- [8], посвященных
нижним мультипликативным оценкам L\-нормы и их приложениям. Она

содержит оценки L\-нормы экспоненциальных сумм и дает обоснование результатов,

анонсированных в работе [8].
Библиография: 14 названий.

Мультипликативные нижние оценки L\-нормы для диадического мартингала

(системы Хаара) были установлены автором в начале 70-х годов и применены для

усреднения по случайным сингулярным функциям канторова типа при решении

проблемы Зигмунда об абсолютной сходимости рядов Фурье функций
ограниченной вариации в случае общих ортонормированных систем [1]-[3]. Обозначим

через 6п (х) пачку с номером п ряда по системе Хаара, т.е.

60(х) = a1xi(x),
2п

&п(х)= Yl akXk(x), п = 1,2,...,
fc=2n-1+l

где {а*} - последовательность вещественных чисел.

Теорема 1 [6; с. 49]. Пусть {Дт}^=0 - последовательность возрастаю-

щих целых чисел. До = —1> и {дт}££_0 - последовательность вещественных

чисел, до = 1> такая, что

«2±1>а>1.

Тогда справедливо неравенство

Лт+1 v 1/2

«)
=Ят+1

г || / Лт+1 v 1/2 и n ||
оо и •■• оо Лт+1

■upjto. ( Е %) МЕЧ » Е^/2 Е «»
т *■ П 4i=*m+l ' "°°) Н„=о "I Ищ=0 п=Ят+1

(1)

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект N* 96-01-00212) и программы "Ведущие научные школы" (проект
№96-15-96102).
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Отправнымпунктом при доказательстве неравенства (1) является оценка
функции распределения для функции Пэли [9]

. i ^ ,1/2
mes

' ' ^^

п=0 ' -* г/,|п=0
(2)

на основании которой доказывается неравенство (1) в частном случае, когда име-

•Rm+i
ется только один блок ]П 6п (х). Заметим, что просуммировать по га уста-

п=Ят+1

новленные для отдельных блоков неравенства нельзя, так как в правой части

неравенства (1) все слагаемые положительны, а в левой части под знаком нормы L\

происходит интерференция. Для преодоления указанной трудности была
разработана специальная конструкция, использующая технику моментов остановки.

Другой предельный случай неравенства (1), когда Qyyi — 2m, а Ят — га, т.е.

каждый блок состоит только из одной пачки, дает важное числовое неравенство,

применением которого поточечно и интегрированием была установлена нижняя

оценка средних арифметических от L\-нормычастных сумм общих ортогональных
рядов [4]- [6].

Теорема 2. Пусть {/n} ~

ортонормированием на отрезке (0,11 система

функций и {ап} - последовательность вещественных чисел. Тогда для

любого N = 1,2,... справедливо неравенство

max 1|а*Д||оо£; Л£ akfk{x)\ dx » lOgiV £ а\ (1 - -£-). (3)
l^fc^iv n=lJo U=l ' n=l V J +1/

Теорема 2 дает следующую оценку Li-норм экспоненциальных сумм с

произвольным спектром.

Теорема 3. Пусть {п^} - последовательность возрастающих целых

чисел. Тогда для любого N — 1,2,... имеет место оценка

N г2п\ m I
N

/ \

i%gNWEJ0 |£^"*х|^>>ь6лг;£ип|2(^1-^| (4)

где dk - любые комплексные числа.

Отметим некоторые частные случаи неравенства (4). Если \dk\ = (logfc)a,
a ^ 0, то получаем оценку

^_ /»2тг1 гп

|dx>iV(logiV)1+Q,
m=l "

'&=1
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и такая же оценка следует из обобщенного неравенства Харди

г2тг. N , N

IJo £dfce-**|ds»£i^!, (5)
>*= 1 k= l

установленного СВ. Конягиным [10] и О. Мак-Ги, Л. Пиньо, Б. Смитом [11].
Если \dk\ = ка, а > 0, то обобщенное неравенство Харди (5) дает только

тривиальную оценку с правой частью, равной JV1+a, а неравенство (4) дает точную

оценку
N

r2n\
™ I

Е / Е dktinkX \dx >iV1+a logiV,

которая достигается, если спектр сплошной и^ = ка.

В последнее время автор установил, что мультипликативные неравенства

типа неравенства (1) в тригонометрическом варианте могут быть использованы

для оценки L\-нормы индивидуальных экспоненциальных сумм. Предложенный
в [7], [8] метод получения нижних оценок L\-нормы экспоненциальных сумм

основывается на характеризации пространств ВМО и Харди через разложения

Валле Пуссена.
Пусть {Vn(x)}%L1 -

ядра Валле Пуссена, т.е. (см. [12; т. 1, с. 190])

Vn(x) = 2K2n-i(x) - tf„-i(s), (6)
где Кп (х) -

ядра Фейера.
Обозначим Qo(x) = V\ (х), а при п ^ 1

Qn(x) = V2*(x)-V2n-i(x). (7)

Пусть Тт = [0,27г)ш -куб в Rm, т = 1,2,...; а: = (хг,... ,а;т) -

вектор;

п = {п\,..., пт) -

мультииндекс; I = 1\ х • • • х 1т -

прямое произведение отрезков

таких, что max \Ik\ ^ 27г.

Через Li(Tm) обозначим лебегово пространство функций 27г-периодических
на каждой из переменных х^, 1 ^ А: ^ га. Для/ € Li(Tm) определим норму в

пространстве ВМО

II/IIbmOr = II/IIz^t™) + sup / |/(аг) - /7| dx,

где // -

среднее значение функции / на прямоугольнике I.

Используя разложение Валле Пуссена, введем новую норму ||/||*:

*
= sup

— ^ /( / f(ui,...,urn)Qni(xi-ui)--Qnm(xrn-urn)du) dx,

где

Е* = Е •• Е •

2nl\lx\>l 2»m|/m|>l

Следующая теорема устанавливает эквивалентность ||/||bmor и безусловной
(т.е. не меняющейся при произвольной расстановке знаков в разложении Валле

Пуссена) нормы ||/||*.
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Теорема 4. 1) Пусть / G BMOr. Тогда

11/11* « Н/Нвмо*.

2) Пусть Ц/11* < оо. Тогда / € BMOr и

IMIbmor «и/и*.

При т = 1 теорема 4, дающая новую характеризацию пространства ВМО на

окружности, установлена в работе [7].
Пусть теперь Dm

- открытый m-мерный единичный диск в Ст. Для функции

f(z) = /(zi,..., zm), регулярной в Dm, т.е. представимой в Dm абсолютно

сходящимся степенным рядом, норма f(z) в пространстве Харди Hp(Dm), р > О,

определяется следующим образом (см. [12; т. 2, с. 475-476]):

яр(Г>™)
= sup (/ \f(r1eix\...1rmeiXm)\pdx1 •••drm)

ri<l,...,rm<l \Утт /

I/P

Если / € Hp{Dm), то (cm. [13; с 50-52]) для почти всех х € Tm существует

lim f(retx) = /*(егх) и выполняется равенство
Г—>>1

II/IIhp(d™) = II/*IIlp(t™)-

Для / € Hp(Dm) разложением Балле Пуссена назовем ряд, членами которого

являются полиномы

An(/*,*) = / /*(eiwi,... ,eiWm)Qni(a:i - гц) • • • <2nm(sm - ит) dm • • dum.

(8)

Теорема 5. Пусть f 6 i/p(Dm), m = 1,2,... . Тогда справедливо
неравенство

(]Г|ДП(Г)|2) II « ||r||Ll(rm) « |felA-(/*)|2)
(9)

1/2\\

\Ll(Tm)

Теорема 5 выводится из установленной в теореме 4 характеризации

пространства ВМО через разложение Балле Пуссена.
Докажем теорему, которая устанавливает мультипликативную нижнюю

оценку общей экспоненциальной суммы, выраженную через убывающий

мультипликатор.

Рассмотрим экспоненциальную сумму

S*N(eix) = J2c»einX> (10)
п=1
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являющуюся граничными значениями полинома

SN(z) = Y,c"zn
п=1

с произвольными комплексными коэффициентами {сп}, сп = 0 при п > 2N.
Обозначим 6о(х) = cielx, и если n ^ 1, то

2П

Теорема 6. Для любой последовательности положительных веществен-

ных чисел {//п}> удовлетворяющей при некотором А ^ 1 условию

A*n+i On ^4//n+i, п = 0,1,...,ЛГ-1, (12)

справедливо неравенство

/•2тг ^

»л~х / 5>п|ы*)12<**. (13)
'° п=0

Доказательство. В силу неравенства (9), примененного к полиному Sn(z),
имеем

г2тг| 2^ I г2тг / ^ \ 1/2

/ £cne*Hcte>>/ (ElA-(5N^)|2 dx. (14)
J0 ln=l I Jo sJ=o. /

Вместе с тем из (6)-(8) и (10), (11) следует, что

ЦД»(^)||оо = ||Д»(«» + *»+l)||oo « HQnlll (Halloo + ||*»+l||oo)
<HMoo + ||*n+l||oo. (15)

Используя (15), получаем, что для любого х € [0,2п)

(£Мп|Дп(5^,х)|2)2^n=0 '

N п

< 2 £ /хп|Дп(5^,а:)|2 £ /im|Am(5^,a:)|2
n=0 т=0

« £ Мп|Дп(5^)а;)|2 £ Лт(||*т|& + Pm+l||2o). (16)
п=0 т=0
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Далее, применяя второе из неравенств (12), имеем при п ^ N - 1

т=0
, п п ч

^/*n( 5Z /imPm||?o+^ 5Z Mm+l||*m+l||»)
^m=0 m=0 '

n+1 n-fl

< (1 + A)/l„ £ /*m||*m||2o ^ 2Л2/*п+1 £ Aim||*m||L- (17)
m=0 m=0

Таким образом (см. (11), (16), (17)), для любого х € [0,27г)

^/in|An(5^,x)|2«AmaxUn £>т||*т||») (£|Дп(^,*)|
п=0

П>" ^ т=0 ' ^п=0

ч 1/2

2) •

и, следовательно (см. (14)),

1/2 ,27T|2N

Так как (см. (6)-(8), (11)) при п ^ 1

г27Г /»27Г

4 max (рп V MmPmllSo J / Vcne*n* dx

»/ J2»n\An(S*N,x)\2dx. (18)
У0 n=0

/ \Sn(x)\2dx^ [ |An_i(5^,a:) + An(5^,x)|2da:,

то (cm. (12))
/>2тг ЛГ /-27Г ^

/ y"/xn|^n(x)|2rfa:^4 / Tiin\An(S*N,x)\2dx. (19)
yo n=o -70 n=0

Объединяя (18) и (19), получаем (13). Теорема доказана.

Замечание 1. Следует отметить, что теорема 6 теряет силу в мартингальном

или вещественном тригонометрическом случаях, поскольку она основьшается на

неравенстве (9), которое в этих случаях не имеет места. Действительно,
возьмем в качестве вещественного тригонометрического полинома ядро Балле

Пуссена V2n-i (х). Тогда (см. (6)) при /in = 2~п получаем
п

\\V2n-i\\i < 1, max/хп •

у /im
n<N *-<^

m=0

HO

Г27Г N

/ Tfin\Sn(x)\2dx^>N,
J° n=0

и, следовательно, неравенство (13) не выполняется.

Для возрастающего мультипликатора также имеет место мультипликативная

нижняя оценка L\-нормы.
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Теорема 7. Пусть f(z) е Hl{D),
оо

п=0

w пусть
оо

£ НМ2о < °°- С")
п=0

Тогда для любой последовательности вещественных чисел {/хп},
удовлетворяющей при некотором А ^ 1 условию

Рп ^ Vn+i ^ Afin, п = 0,1,..., (22)

справедливо неравенство

/ °°
\ !/2 Г2тг|

оо , ~27Г оо

SUp Un V MmPmil2o) / V C„ein* dx > Л"1 / V Al„|*n(*)|2 dx.
71 V

m=n
/ У0 ln=1 I V0 n=0

(23)

Доказательство. Так же как при доказательстве соотношения (15)
получаем, что (см. (8), (11), (20))

||Д„(/*)||оо<||*«||оо + ||*«+1||во. (24)

Для любого х € [0,27г) имеет место неравенство (см. (24))

(£м»|Д»(/%*)|2)
оо оо

^2 5>„|ДП(Г,*)|2 £ Мт|Дт(Г,х)|2
п=0 т=п

оо оо

« £ М„|А„(Г ,*)|2 £ /*m(H*«ll2o + Pm+lllL)- (25)
n=0 m=n

Используя первое из неравенств (22), получаем

**»£МН*т|& + Н*т+1||2о) -

т=п

оо оо

^Мп Е »т\\йт\\1о + Vn £ Mm+l||<Wl|loo

ОО

^2/in ][] /im||*m||L-
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Поэтому из неравенства (25) следует, что

оо у оо v 1/2 • оо v 1/2

^/Хп|Дп(Г)а:)|2«8ир(мп 52 IhnWSmWlo) (£|Дп(Г,*)|2) . (26)

При п ^ 1 из второго неравенства (22) получаем (см. (8), (11), (20))

л2тг

•2d*V>n \ \&п{х)\2
J0

г2п

< 2Мп / (|Д„-1(Г,х)|2 + |Д„(Г,*)|2) dx
Jo

^2Л(У *Mn_1|An_1(r,x)|2<to + J \n\An(f*,x)\2dx\. (27)

Применяя неравенство (9) и используя (26), (27), имеем
оо v 1/2 -2ir|

оо

SUp (/in У* A*m||<*m|loo ) / lY] СпегПХ \ dx(оо
v !/2 ^2тг|

°о

/in V ^m||*m||?o) / УЗ <

' У0 "п=1
/ оо v 1/2 -2тг / оо v 1/2

»suPUn J] M«ll*«ll2o) / (£|Д»(Г,*)12) dx
n \ m=n

/ У0 Vn=0 /

л2тг оо

»Л"1 / Т,1*п\6п(х)\2<Ь.
J0 n=0

Тем самым неравенство (23) доказано.

Замечание 2. Теорема 7 представляет собой аналог неравенства (1) для
степенных рядов. Если /хп

= 1 при всех п — 0,1,2,..., то, как установлено в

работе [7], теорема 7 сохраняет силу и для вещественных тригонометрических рядов

Фурье. При этом вместо неравенства (9), которое в вещественном случае не

имеет места, слецует воспользоваться доказанным в [7] аналогом неравенства (2) для
вещественных рядов Балле Пуссена.

Применим теперь теорему б для получения мультипликативных нижних оценок

Li-нормы экспоненциальной суммы, устанавливающих зависимость Li-нормы от
свойств спектра. Рассмотрим экспоненциальную сумму

2N

$>neinx, (28)
n=l

где \dn\ принимает значения 0 или 1.

Обозначим при п = 1,2,..., N

Хп = card{jfc : 2"-1 < k ^ 2n, |d*| = l}, (29)

Лп = card{ik : 1 ^ к ^ 2n, \dk\ = l}. (30)

и положим Ао = d\.
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Теорема 8. Пудть \d\\ = 1 и при некотором А ^ 1 выполняются

соотношения

Ап ^ Ап+1 ^А\п, гс = 0,1,...,ЛГ-1. (31)

Тогда справедливо неравенство

/А \ 1/2 г2тг| 2N

dx > Л"1 • ЛГ. (32)

Доказательство. Возьмем в качестве последовательности чисел,

образующих мультипликатор {/хп}, числа /in
= 1/Ап. Из (31) следует, что условие (12)

выполнено. В силу неравенства (13) имеем

1/2 r2ir\*N
maxf-^ > т^11*«Н^1 / \y:dne*nx\dx
n<N

/1
n

1 \ 1/2 /.27Г1 ^

(f E f«'-и2-) / £<
VAnm=0Am / -70 ln=l

/•2ir ^
,

•/0 n=0
A"

Учитывая (см. (28), (29)) , что ||^m||oo ^ Am, получаем

/1 Д 1 \l/2 / i « N1/2 /A \l/2

Вместе с тем из (28), (29) следует, что

Г2тг
N

j

/" ,rV-^-|<^n(*)|2d* = ^V + l•
•/° n=0 An

(35)

Объединяя соотношения (33)-(35), получаем неравенство (32). Теорема
доказана.

Замечание 3. Теорема 8 дает точную оценку в двух предельных случаях,

когда спектр сплошной и спектр лакунарный.
В качестве примера применения теоремы 8 возьмем экспоненциальную сумму

со спектром, который задается функцией (р(и) = [2^log п) ], где [ • ] - целая часть,

log означает двоичный логарифм и /3 ^ 1.

Теорема 9. Для любого /3^1 при всех коэффициентах dn таких, что

\dn\ = 1, справедливо неравенство

г2тг| N

f\^dnexp(i[2^^]x)Jo ln=i
dOC(/3)(logAO*(/Hl\ (36)

где C(/3) -

постоянная, зависящая только от J3.
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Доказательство. Получим оценки величин Ап и Лп, соответствующих

спектру tp(n) = [2(log п) ]. Обозначим через тп наибольшее целое число, для которого

[2(logmn)^]^2n (37)

Поскольку решение уравнения

2(iog*y3 =2п (38)

есть х = 2П
, то наибольшим целым т'п, удовлетворяющим неравенству

2(1°8тп)/? < 2П

является число

т'п = [2"1//?]. (39)

Так как ip'(x) ^ 1, то тп может принимать только одно из двух значений т'п
или т'п + 1, т.е. выполняется неравенство (см. (37)-(39))

[2пШ] < тп ^ [2п1/0] + 1. (40)

Отсюда, учитывая, что (см. (30), (37))

Лп=гап, (41)

получаем оценку (см. (40), (41))

Л» ^ [2"1//5] + 1. (42)

Далее, из (29) и (40) следует, что

Ат+1 = тп+1
- тп ^ 2(п+1>,/Э - 2пШ - 2. (43)

Учитывая, что ч>'{х) возрастает, имеем

2(«+i)V* _ 2„i//i > ^(n) = 1^ 2«»/V//»-»,

и, значит (см. (43)),

Пусть М - такое целое число, что вьшолняются неравенства

(44)

2M<2(iog^<2M+i (45)
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Из соотношений (29), (30), (40)-(43), (45) следует, что числа Л* при 0 ^ к ^ М

удовлетворяют условию (31) теоремы 8, однако, если 2м ф 2^log7V^
, то число

Ам+1 может не удовлетворять этому условию. Поэтому в разложении Балле

Пуссена рассматриваемой экспоненциальной суммы возьмем только слагаемые до

номераМ - 1. Получим (см. (14)-(17), (32)-(35))

1/2 Г2ъ\ N

dx > M. (46)

В силу неравенств (42) и (44) имеем оценку

max ^ < /ЗМ1'1^- (47)

Таким образом (см. (46), (47)), получаем

/•2*1
N

I Ednexp(i[2(lo«")"]x)
'n=l

Но из (45) следует, что

*»1**<1+1/«. (48)

M^i(logAT)^. (49)

Объединяя (48) и (49), заключаем, что справедливо неравенство (36). Теорема
доказана.

Замечание 4. При /3=1 неравенство (36) является точным и может быть

получено из неравенства Харди (см. [12; т. 1, с. 454]). Если /3 > 1, то оценка (36) не

следует из обобщенного неравенства Харди [10], [11]. Неравенство (36) сохраняет

силу и при произвольном перераспределении точек спектра внутри каждого

двоичного интервала, когда нельзя использовать арифметические свойства спектра.

Недавно А. А. Карацуба [14] на основании некоторых новых арифметических
свойств функции (р(и) уточнил неравенство (36) для 1 < /3 < 3/2.

Теорема (А. А. Карацуба). Пусть А ^ 1/2, К /9 < 3/2, f(n) = [еАО°*п)0].
Тогда для любых коэффициентов dn, \dn\ = 1, и N ^ Ni(/3, А) > 0 справедливо
неравенство

1 dx > exp(2-15A-2(logAT)3-2^). (50)/ \^T,dnexp(ixf(n))
'n=l

Более точное знание арифметических свойств функции (р(и) должно дать

возможность усилить оценки (36), (50) и может быть достичь оценки iV1/2~e.

Заметим, однако, что, используя кусочно-линейную интерполяцию функции (р(и) с

узлами в точках тп (см. (37)), можно построить такую функцию ф(и),
принимающую целые значения в целых точках, для которой выполняются соотношения
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ф(и) ~ ip(u), гр'(и) ~ <р'{и), но верхняя оценка Li-нормы экспоненциальной
суммы для ф(и) не выходит из шкалы логарифмов и близка к нижней оценке (36).
Возникает вопрос о том, что дают для этой цели следующие производные и в каких

терминах нужно формулировать условия, обеспечивающие требуемые
арифметические свойства функции (р(и). Для решения этого вопроса целесообразно
исследовать арифметические свойства тех функций <р(и), которыеявляются решениями
разностных уравнений.
В заключение отметим, что предложенный метод получения

мультипликативных нижних оценок L\-нормы экспоненциальных сумм можно различными

способами модифицировать и применить, используя неравенства (9) в полидиске, для

оценки кратных экспоненциальных сумм. Эти вопросы предполагается

рассмотреть в следующих работах.
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Об одной норме и аппроксимационных характеристиках

классов функций многих переменных

Б. С. Кашин, В.Н. Темляков

Введено пространство квазинепрерывных функций, изучены его аппроксима-

ционные характеристики (е-энтропия ипоперечники), установлены неравенства
для норм тригонометрических полиномов в этом пространстве. Найдены

порядки е-энтропии и поперечников некоторых классов функций матой гладкости.

Библиография: 23 названия.

§1. Введение

В работе изучаются асимптотические характеристики (е-энтропия и
поперечники по Колмогорову) классов функций многих переменных. Рассматриваемые
классы задаются ограничением на смешанную производную или условием лип-

шицева типа на смешанную разность. Подобные классы изучаются в теории

приближения около сорока лет. Наш интерес к ним связан с важными

приложениями в численном интегрировании, численных методах решения дифференциальных
уравнений в частных производных (метод редких сеток -

sparse grid method),
вопросах сложности непрерывных алгоритмов и теории вероятностей. Другим
стимулом настоящей работы послужило следующее обстоятельство. Известно, что

многие задачи приближения в норме Lp указанных выше классов с

ограничением на производную или разность в норме Lq в случае, когда один из параметров

р или q принимает значение 1 или оо, остаются открытыми уже в течении

десятилетий. Поэтому, с одной стороны, мы сконцентрировали свое внимание на этих

случаях и, с другой стороны, ввели новую норму, близкую к равномерной норме,
для которой удалось продвинуться в решении задач, остающихся нерешенными в

равномерной норме. Важную роль в проведенном исследовании сыграло изучение

тригонометрических полиномов с гармониками из гиперболических крестов.

Приведем краткое описание полученных в работе результатов.

Работа первого автора выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект №96-01-00094), программы "Ведущие научные пшолы" (проект
№ 96-15,96102) и фонда INTAS (проект № 93-1376).
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Для любого множества AcZd через 3(Л) будем обозначать множество

тригонометрических полиномов t вида

t(x) = £ сИ*'х), х € Г1,

а в случае, когда множество Л"симметрично относительно начала координат

(Л = —Л), положим

%(А) = {t(x) € ^(Л) : ск
=

с_*, к € Л}.

Обозначим для четных п и d ^ 2

ynd = {* = (2li,...,2/d), /i + .- . + /d = n/2, J€Z£}

и для s € Z+

р(в) := {fc = (fa,...,*,) € Z* : [2'i"1] ^ |*;| < 2% j = 1,...,</}.

При n = 1,2,... положим

Qn = (J p(s), AQn+i = Qn+i \ Qn-

Далее, пусть \i
-

нормированная мера Лебега на единичной окружности. Для

функции / € Lx{d\i) с рядом Фурье

8o=ffdii, Ss= £ f(k)eikx, s = l,2,...,
2«-1<|*|<2*

введем величину

Г1 II
°°

Wf\\QC= / £r«MW'*)yo II £0
A;, (1.1)

L°°(d/x)

где {гд;(а;)}^0 - система Радемахера (см. [1; с. 29]). Пространством
квазинепрерывных функций (quasicontinuous - отсюда обозначение || • \\qc) назовем

замыкание множества тригонометрических полиномов по норме (1.1).
Пространства квазинепрерывных функций вводятся и в многомерном случае.

Это может быть сделано несколькими способами (см. подробнее § 5). Ниже

рассмотрим один из вариантов: замыкание множества тригонометрических

полиномов d переменных (d = 2,3,...) по норме

II/IIqcsIIII/O.x^HqcIL, (1.2)
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где по определению для а: = (х\,... ,£<*) Е Td полагаем х1 = (х2,.. • ,£<*) € Td_1.
Иными словами, в (1.2) берется QC норма по переменной х\ и sup-норма по

остальным переменным.

В работе [2] в связи с задачами теории аппроксимации было установлено

следующее неравенство для тригонометрических полиномов двух переменных

(d = 2): для любых ts £ &{p(s))

£ ts\\ >aY, \Ы\и a>o.

?€У2 Hoc s£Y2

(1-3)

Отметим, что сходное с (1.3) неравенство для полиномов по системе Хаара
было получено ранее в [3] в связи с приложениями к теории гауссовских

процессов. В. Н. Темляковым было высказано предположение, что в многомерном случае

(d ^ 3) справедливо неравенство

J2 Ц > c(d)-n-(d-2"2 . £ ||ta||lf c(d) > 0, tse W)). (1-4)

однако это открытый вопрос. В данной работе мы доказываем, что во всяком

случае справедлив аналог неравенства (1.4) для введенной выше QC нормы. Более

того, в § 5 мы отмечаем, что справедлив аналог (1.4) с || • ||оо замененной на
следующую, более слабую чем || • \\qc норму

Рассмотрение d-мерного случая основано на одномерном неравенстве для QC
нормы:

Теорема 2.1. Для любой действительной функции f € L1(d/i) справедливо
неравенство

ll/llQC^f>s(/)lll.
3=0

Замечание 1. Из теоремы 2.1 и результата П. Г. Григорьева [4] вытекает, что

SUP Иг2^^' с>0' ЗД*) = ^г([-2*,2*]).
te&r(2k) llrlloo

С другой стороны, из результатов о лакунарных рядах можно вывести, что

SUP ^T^-^ctVk, d>0.
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Соответствующий пример, за который авторы признательны К. И. Осколкову,
приведен в конце статьи.

Неравенствам для тригонометрических полиномов посвящен § 2. В § 3 мы
применяем результаты § 2 для оценки энтропийных чисел и поперечников по

Колмогорову в QC норме классов функций с ограниченной производной (И^а) и классов

функций с ограничением на смешанную разность (i/Г). Напомним определение

этих классов.

Пусть г > 0 и а 6 1. Определим одномерное ядро Бернулли формулой

оо

Fr(t,a) = 1 + 2 ^2 k~rcos(kt - ^), t € (0,2тг),

и многомерное
-

для х = {х\,..., Xd), о. = (ai,..., а<*) формулой

d

Fr(x,a) = Y[Fr(xj,aj).
j=i

Наконец, пусть

WZa = {f:f = Fr(-,a)*<p(-),\\<p\\q$l},
где * - операция свертки.

Для г > О положим I = [г] +1 и рассмотрим операторы Дft* взятия 1-й разности

с шагом h по переменной хj. Для набора натуральных чисел е С [1, d\ определим
оператор смешанной разности

Д'(е) = ПД</, * = (*!,...,*„), Д{(0) = И.

Тогда

Щ = {/ € Lq(Td) : Ve С [l,d], ||Д{(е)/||, ^ Ц \tA

Напомним еще два определения существенных в дальнейшем изложении. Пусть
К - компакт в банаховом пространстве X с единичным шаром Вх • Величины

dm(K,X)= inf sup inf f-^CiuA
i=i I

em(A-,X)=inf{e:3{uJ?=1€X, g ^ 2™"1, ДГ С \J{m+eBx}\

(m = 1,2,...) называются соответственно m-м поперечником no Колмогорову
и m-м энтропийным числом множества К в пространстве X.

В § 3 доказаны, в частности, следующие утверждения.
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Теорема 3.1. При г > max(l/q, 1/2) и 1 < q ^ оо справедливы
соотношения (d ^ 2)

em{Hrq,QC) ж m-r(logm)r«-W2,

em{Wrq,QC) ж m-r(logm)r(rf-1)+1/2.

Теорема 3.2. При г > 1/2 и 2 ^ q ^ оо справедливы соотношения (d ^ 2)

dm(Hrq,QC) ж m-'Oogm)^-1)^2,

dm(^;,Q<7) ж m-r(logm)'-(d-1)+1/2.

В § 4 рассматривается задача об эквивалентности равномерной и равномерной
дискретной норм для тригонометрических полиномов с гармониками из

гиперболических крестов. Хорошо известно, что для пространства ^"(П)
тригонометрических полиномов d-переменных со спектром в параллелепипеде П найдется

конечное множество Q с числом элементов |!7| по порядку равным размерности ^"(П),
для которого имеет место эквивалентность

||*||оо ~ ||*||оо,п = max \t(x)\, t e ff(U).

Из полученных в §4 результатов следует, что совершенно иначе обстоит дело

для пространств &(Qn) в d-мерном случае (d = 2,3,...): эквивалентность норм

1И1<х> и ||£||оо,п для всех полиномов из &{Qn) может иметь место только если

число точек в П значительно превосходит размерность dim^"(Qn) х 2nnd~~1:

|П|^2(1+^П,7>0.
Более точно, из доказанной в § 4 теоремы 4.1 вытекает

Следствие 4.1. Пусть множество П С Td, d ^ 2, обладает свойством:

для любого полинома t Е &(Qn)

1И1ооО-па||*||ос,п, O^a^i.

Тогда

\Щ ^ci|Qn|exp(c-n1_2a), c = c(b,a,d), с\ =ci(d).

Наконец, § 5 работы содержит ряд замечаний о свойствах QC нормы.

Основные результаты статьи были анонсированы в [5].
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§ 2. Неравенства для тригонометрических полиномов

Основная цель этого параграфа - доказательство двух неравенств для QC
нормы (теоремы 2.1 и 2.2). Сначала приведем некоторые простые свойства этой

нормы.

Если/ € Ll(dix)vi
оо

F(x,u) = ^rs(u;)63(f,x), (2.1)

ТО

inf \\F( • ,u/)||oo ^ Ц/IIqc ^ sup \\F( ■, wJHoo, (2.2)

||/||qc^||/V(*^)I<^
IMO

\\f\\QC< £ ll<U/)lloo = Ц/Ив»,,. (2.4)

Докажем теперь теорему 2.1, сформулированную во введении. Эта теорема

непосредственно вытекает из следующей леммы.

Лемма 2.1. Пусть Рп С Z+ обозначает арифметическую прогрессию

вида 41 + Ь, I = 0, ...,га, Ь € {1,2,3,4}. Тогда для любого действительного

тригонометрического полинома f имеем

\\f\\QC>\ £ li*-(/)lli + l/(0)|.
sepn

Доказательство. Пусть U3 = V^ - V2s-2, s ^ 2, C/i = 2cosx, C/0 = 1, где

Vife - ядро Балле Пуссена:

- 2k-l

F*(*) = jk £ £е"х> fc^1-

Тогда deg C/5 < 25+1 и для s ^ 1

Ua(k) = l9 если 2s"1 ^ |Jb| ^ 2s,

U3(k) = 0, если |Аг| ^ 25"2.

Далее, пользуясь известной оценкой ||V)k||i ^ 2, получаем: \\U3\\i ^ 4.

Предположим, не ограничивая общности, что /(0) ^ Ои для функции / =

^2 63 (/) определим полиномы
s

ys = (signS3(f)) *U3.

> (£\Ш*)\2)
1/4

(2.3)
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Тогда \\д31|оо ^ 4 и, используя обозначение

Г2тг

</,£> -
2тг / f9dx = J fgdu,

находим:

(S.(f),9.) = (6a(f),signSs(f)) = \\6,(f)\\i. (2.5)

Рассмотрим следующее произведение Рисса

�(*,«)= П (l + \-9.(*)-r.(tj).
Это произведение может быть представлено в виде

гдее С Pn, |е| ^ 2 и

«€Р„

we(x,<) = ni^(x)rs(«)- (2-6)
в

4

Изучим сначала Ф(аг, t) как функцию от х при фиксированном £. В силу

неравенства ||^з || оо ^4 функция Ф( •, t) неотрицательна. Докажем, что

1 Г2п
— J ${x,t)dx = l.

Из определения д3 (х) вытекает, что для всех s Е Рп 9з (0) = 0.

Отметим еще, что для любого е, |е| ^ 2, нулевой коэффициент Фурье функции
(переменной х) we(x,t) равен нулю. Действительно, пусть e={si>S2>**>
sm} С Рп- Тогда разложение Фурье для we(x, t) не содержит частот по модулю

меньших чем

2si"2 - 2S2+1 - ...

- 2Sm+1 ^ 2S1 ( -) > 0.

Таким образом, для каждого t

n*(-,t)iii = i-

Изучим теперь Ф(х, £) как функцию от t при фиксированном х. Из (2.6) вытекает,
что при любом фиксированном х функции (переменной t) we(x, t), е С РП) N ^ 2,
ортогональны функциям Радемахера r5(£), s = 0,1,... (и, кроме того, попарно
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ортогональны как различные функции Уолша). Поэтому (см. также (2.1) и (2.5))
имеет место равенство

1=1—1 F{x,t)${x,t)dxdt
JO 27Г Jq

s£Pn

Далее, для любого t

= 2^Е/ Г*М] &s{f,x)*{x,t)dxdt

= Е^у *.(/.*)у r.(t)*(z,t)dtdx

= №) + Е ^\f^Sa(f,x)ga(x)dx
= 1/(0)1 +J Е И*'(/)11ь

1 Гп
—

у F(x, *)Ф(х,*) d* < ||F( •, t)lloo||*( •,*)lli = i№,OIU-

Следовательно,

/^ / \\F(',t)\\oodt,
Jo

что доказывает лемму 2.1

Перейдем теперь к многомерному случаю. Определим следующуюнорму
функции / d-переменных (d = 2,3,...)

II/IIqc = ||II/(-,x1)||Qc||0O,

т.е. по переменной х\ мы беремQCнорму, а по остальным переменным
- Loo-норму.

Теорема 2.2. Для любого полинома f € &r(AQn), обладающего
свойствами

1) ||<5S(/)||4 ^ 1 Vs, НвН! = п, где Sa = £ /(*)е*(*.*);

2) ||/||2 »п("-1>/2;

справедливо неравенство

||/||QC»nd/2.
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Доказательство. Оценим Ц/Ц^ через ||/||qc- Имеем

|2
= Е Е «.(/)

в1=0||||в1||1=„_в1

1/3,, „2/3

S = (s2,...,Sd).

Используя неравенство ЦдЦг ^ ||ff || j Ц5Ц4 > продолжаем

п

/ 1 \d_1 /• ||

,1=0\ / ^Т »||3l||1 =n_si
**(/, -,*1)

2/3

Е w--*1)
||s1||i=n-.si

4/3

rfx1.

Пусть/Sl = J]] fis(f)- Применяя неравенство Гёльдера с показателями

\\s1\\i=n-si

3/2 и 3, получаем

si=0

^

Ell/aJ-^W3!!/-^-^1)!!^3
/ п \ 2/3 /

« \

(Eii^-'*1)»*) (Eii/-^-^1)^)
4i=0 ' 4i=0 '

Далее, по теореме 2.1 для каждого х1

£ НДЛ-.*1)»! ^ is-НЛ-.^Нос ^ 1611/IIqc-
si=0

1/3

Таким образом, находим

ll/lli^ (^) (16||/||qo)2/3^rf t (XI У*г(-У)й) dx\ (2.7)

Оценим второй сомножитель в правой части неравенства (2.7). Используя
неравенство \\g\\i ^ Ц^Цз, получаем

г / п v 1/3 / Г JL \ !/3
А = / Е ш->*гщ dx^l £ n/-i(-^1)ii4^1) -

Применяя следующее неравенство, которое является следствием теоремы Литтл-

вуда-Пэли:

1Ы|4^с^Еи^ыи1] ,
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имеем

[ Wf.A-^WW = ъ-Г I \f.1(x,x1)\4dx1dxl
г2тг / \ 2

«/ Е Н*-(/.*ь-)Н21^1
^0 \ 1 и 1,,

/

a1: ||s1||i=n-5i

«|£||<U/>*1,-)II4|
2

2(xi)

= c(£llM/)lll)2-
):2(xi)/

Таким образом,

A<C
, n ,

\ 2ч 1/3

(£( £ н*-(Л1й) ) •

4l=0 V5l:||5l|j1=n-si

Учитывая условие 1), мы получаем

A£C(n(n"-2)2)1/3 = CnM/3-1.

В итоге из (2.7) и условия 2) теоремы 2.2 получаем

II/IIqcW2,

что и требовалось доказать.

Докажем еще одно неравенство для тригонометрических полиномов одной

переменной.

Теорема 2.3. Для любого полинома вида

21

/= Е Pk(x)cos4кх,

где pk € 3"г (2*)> к = I + 1,..., 21, I = 1,2,..., справедливо неравенство

21

WfWoo^C Е IIP*||l, С>0.
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Доказательство. Рассмотрим полиномы

gk
= (sign;?*) * V2i, А; = Z + 1,..., 2/.

Тогда

(Pk,9k) = \\Pk\\u \\9k\\oo ^ 2

и произведение Рисса

21

ад= fl (l + 2 9b(x)cos4kx)
k=i+i

представляет неотрицательную функцию. Докажем, что Ф(х) имеет вид

1
2l

*(*) = !+о И 9k(x)cos4kx + t(x), (2.8)
k=i+i

где t(x) ортогонально подпространству

L=ja + ^Г tk{x)cos4kx, tk е ^r(2z+1), ае ш\.

В самом деле, £(аг) содержит слагаемые вида (т ^ 2)

w(x) =2"m JJ^fc.(ar)cos4*«x
- - 771 771

= 2-m(-cos(4**+4*2):r+-cos(4*1 - 4*2):r) • Д cos4*»or - JJ мДа;)9
г=3 г=1

где k\ > ki > • • • > km > l. Для частот w, соответствующих ненулевым

коэффициентам Фурье функции w(х), имеем

\w
- 4kl - 4*2| ^ 4*3 + • • • + 4кт + m2/+1

или

\w - 4*1 + 4к2\ ^ 4*3 + • • • + 4*m + m2'+1.

Следовательно,

4fc2 _4fc3 -...-4*m -m2m < \w-4kl\ ^ 4k2 + • • • + 4*™ +m2*+1,

то есть

4fc22 /2^+1 ^ |и,_4*1| ^4*2| + I2I+1.
о о
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Оценка сверху гарантирует, что w(x) ортогонально 1 и всем tk(x)cos4kx,
tk € ^*r(2*+1), к ф к\. Оценка снизу гарантирует (при / ^ 3), что w(x)
ортогонально t^ix) cos4*1х, tkx € ^"r(2i","1). Представление (2.8) установлено.

В частности, (2.8) влечет, что ЦФЦх = 1.

Учитывая (2.8), для скалярного произведения (/, Ф) имеем равенство

2*
1

л2тг

</>*> = £ S ^/ ^**xPk{x)gk[x)dx. (2.9)
=1+1

2 Ах27г у°

При этом cos2 4*х = |(1 + cos 2 • 4*x) и

J /»27Г J /»27Г j

2^: / Pk(x)9k(x)cos24kxdx = — / p*(ar)^fc(ж)dx = -||p*||i, (2.10)

к = / + 1,..., 21. С другой стороны,

</,*KII/lloo||*||l = H/lloo. (2.11)

Собирая (2.9)—(2.11), находим

1
2l

4

Теорема 2.3 доказана.

§ 3. Оценки энтропийных чисел

и колмогоровских поперечников

В этом параграфе доказываются теоремы 3.1 и 3.2, сформулированные во

введении. Но предварительно мы находим порядки энтропийных чисел и

поперечников классов функций одной переменной логарифмической гладкости.
Доказательство в одномерном случае технически проще, хотя идейно близко к доказательству

теорем 3.1 и 3.2 (см. также [2]).
Мы рассматриваем классы функций LGr, которые задаются условием на

равномерную норму двоичных блоков Ss(f)-

LGr = {/ е L°°(T) : ||M/)lloo ^ (* + 1)"г, * = 0,1,... }.

Теорема 3.3. Для г > 1 справедливы соотношения

~г+1 если р
=

оо,

■n(LGr,Lp) х dn(LGr,Lp) х | ^ ч-г+1/2^ если 1 ^ р < оо.
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Прежде чем доказывать теорему 3.3, отметим, что для функций из LGr ряд

двоичных блоков, например, <$5(/), п ^ s ^ 2п, имеют одинаковую оценку нормы,

что приводит к необходимости учета интерференции между блоками. Подобная

ситуация нередко возникает при изучении классов функций многих переменных с

ограничениями на смешанную производную или разность. Однако, при этом

интерферируют блоки "одинаковойвеличины" (Ss(f) nSv(f) с ||s||i = |H|i). В
случае же классов LGr размерыинтерферирующих блоков существенно отличаются.

Из теоремы 3.3 вытекает, в частности, что порядок поперечника меняется

скачкообразно при переходе от метрики Lp,p < оо, к Ь^. Подобное явление

наблюдается в двумерном случае для классов #£> (см. [2]).

Доказательство теоремы 3.3. Оценки сверху для поперечников не

вызывают затруднений. При р = оо и г > 1 тривиальным образом имеем для / Е

LGr С С(0,2тг)

\\f-s2m(f)\\00< £ll<W)IU<<m-\\vs\J Л1оо ^ "

з>т

Для 2 < р < оо, используя теорему Литтлвуда-Пэли получаем для / 6 LGr,

1/2

ll/-52m(/)||p^C(p)(^||^(/)||^) < m-r+1'2.

Нетривиальная часть теоремы состоит в доказательстве оценок снизу, в

особенности, при р
= оо. Установим оценки снизу энтропийных чисел. Сначала

рассмотрим случайр = 1. Здесь нам понадобится следующее известное утверждение

(см. [6], [7]).

Лемма 3.1. Справедливы неравенства

£2m+i{^r(m)00)1 ^с> О, т = 1,2,...,

для энтропийных чисел единичного Ь^-шара пространства
действительных тригонометрических полиномов порядка т в норме L\.

Из леммы 3.1 непосредственно вытекает

Лемма 3.2. Существует абсолютная постоянная со > О такая, что в

каждом подпространстве

= it= Y, ckeikx,ck=c.k\
N<\k\<N+m

'

Srr[N,N + m]
:\k\^N+m

можно найти 2W функций t1,..., t2 таких, что

1) |И|оо ^ 1 Vi;
2) lit*1 - <i2||i ^ со, ti ф t2, ii,»2 € [l,2m].
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Зафиксируем теперь число / и построим специальный набор функций. Для

каждого j = / + 1,..., 21 применим лемму 3.2 к множеству %[2J, 2J + 2*] и получим /

наборов {*}}?=! С &r[2J, 2i; + 2'], j = I + 1,..., 2/, со свойствами

1) ИНоо ^ 1;

2)\\t?-ty\\i2co,Vj,ii*i2.
Рассмотрим множество функций, которые определяются следующим образом.

Пусть/ = (ti+b--.,*2i)>»i € [1,22]и

л= £ #• (зл)

Всего таких функций 212 .

Воспользуемся следующей известной и несложно проверяемой леммой.

Лемма 3.3. Пусть заданы натуральные числа m, /i, /i < т, и ипараллеле-
пипед" П С Zm

т

3=1

причем для некоторых С? € N, М € N, Q ^ М,

Q^Mj^M, j = 1,2,...,т.

~Qm-\

Ом»
Тогда найдется множество ft С П из не менее

обладающее свойством: если х = {xj} € ft, у = {з/j} € ft, х ф у, то

различных точек,

Рассмотрим сейчас в качестве П "куб" <g> [1, М], М = 22
,
т = I, ц = [1/3].

Тогда
МТ

LC)M"J
^ 22 1. Пусть ft - множество точек (наборов) J, построенное

в лемме 3.3, и & = {//, / € ft} (см. (3.1)). Тогда для / € 3* имеем

НМЯНоо ^ 1, * = / + 1,...,2/;

$s(f) = 0 для других S.

Следовательно, по теореме Литтлвуда-Пэли

11/1|4<с*1/2

(3.2)

(3.3)
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и, используя неравенство

11/112 ^ Il/lll/3||/ll4/3.
для любых f,g € <?, / Ф д, мы находим

ll/-3lli^C'(/-1/3||/-5||2)3^cZ1/2. (3.4)

Таким образом, мыпостроили множество & функций, обладающих свойствами

(3.2)-(3.4) с числом элементов #<? ^ 212 . Следовательно,

e^i-i^Li)»/1'2.

Далее, (3.2) влечет, что (21)~г& С LGr и

e2/(LGr,Li)»/-r+1/2,

что завершает доказательство оценки снизу для случая 1 ^ р < оо. Перейдем
к случаю р = оо. Здесь мы будем опираться на теорему 2.3. В остальном

доказательство аналогично уже рассмотренному случаю р = 1. Мы отметим только

изменения, которые нужно внести в доказательство для р
= оо. Вместо функций

// рассмотрим
21

hi = ]Г ^cos4fca:,

где набор тригонометрических полиномов t%k порядка 2х с числом элементов 22

удовлетворяет требованиям леммы 3.2 (при N = О, т = 21). Из этих полиномов

выбирается, полностью аналогично предыдущему (см. лемму 3.3), подмножество

H = {hl9 left}.

Пользуясь теперь (вместо оценки (3.4)) теоремой 2.3 мы для h € Н,д € i/, Л ф д,

будем иметь

ЦА-0||оо ^ с/,

откуда (с учетом включения (41)~ГН С LGr) вытекает неравенство

e2i(ZGr,L0o)»rr+1.

Таким образом, оценки сверху для поперечников и такие же по порядку оценки

снизудля энтропийных чисел получены. Остается применить следующую лемму,

вытекающую из одного неравенства Карла (см. [8]).
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Лемма 3.4. Пусть А - компакт в сепарабелъном банаховом

пространстве X. Предположим, что для пары чисел (г, 6), где г > О, Ь € К, либо г = О,
b < О, выполнены соотношения

dm(A,X)<z:m-r(logm)\
£m(A*)»m-r(logm)6.

Тогда

ет(Л,Х) ж 4(ДХ) х m-r(logm)6.

Теорема 3.3 доказана.

Доказательство теорем 3.1 и 3.2. Следующая лемма является
следствием теоремы 6 работы Лоренца [10] (см. также [11]).

Лемма 3.5. Пусть А
- компакт в сепарабельном банаховом

пространстве X. Предположим, что при т —> оо

Sm{A,X) xm~r(logm)a, г > 0, о € Е.

Тогда

dm(4,X)>m-r(logm)a.

Из леммы 3.5 вытекает, что для доказательства оценок снизу в теореме 3.2

достаточно установить теорему 3.1. Мы начнем с доказательства оценок снизу в

теореме 3.1. Это доказательство основано на теореме 2.2, а в остальном проводится

по той же схеме, что и доказательство теоремы 3.1 из [2].
Пусть N£ (F,X)- минимальное число замкнутых шаров радиуса е

пространства X, необходимое для покрытия (компактного) множества F, а M£(F, X) -

максимальное число точек Xi Е F таких, что \\х{ — Xj \\ > е, г ф j. Тогда, как хорошо

известно,

N£(F,X) < Me(F,X) < N£/2(F,X). (3.5)

В случае, когда X = Хп -

конечномерное пространство размерности п,

известны (см., например, [8; с. 63]) и элементарно проверяются неравенства

N£(Bx,X)2e-n, 0<£^1, (3.6)

Ne(BY,X)2e-n^^y 0<£^1, (3.7)

где Вх обозначает единичный шар пространства X.

Пусть £>п = (J p(s) и STr{Dn) -

соответствующее пространство действи-

3€Vnd
тельных тригонометрических полиномов. Построим для каждого п набор
функций {f?)t=i> fi е $r{Dn), со свойствами:

W NW)Noo ^ X s G Ynd, i = 1,..., Ап;

(2)\\f?-f?\\QC>c{d)ndl*,itJ;
(3) An 2 2l°«l/2.
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Для s € Y* обозначим через b(s) d-мерный вектор b{s) = (&i(s),... ,&d(s)),
bj(s) = 2sз~2 - 1,еслиsj ^ 2nbj(s) = 0,earns = 0,1.

Пусть &r(b(s)) -

пространство действительных тригонометрических

полиномов вида

фо = 53 Yl a* Псо8*^ П в1п^^»

где а| Е R -

соответствующие коэффициенты Фурье t(x),e пробегает все

подмножества отрезка натурального ряда [1,..., d\. Будем рассматривать {а|} как век-

d

тор в Rv(b(*», где для Ь € Rd v(b) = П (2bj + 1)» причем v(6(«)) = dim ^г(Ь(я)).
i=i

Пусть для Ь 6 Z+ и 1 ^ р ^ оо Лр(6) С Rv(b) - множество коэффициентов

{а%}к,е С Rv(b) полиномов £ € ^г(&) таких, что \\t\\p ^ 1.

Имея в виду использование неравенства (3.7), приведем одну известную оценку
объема для АР(Ь) (см. [7] при d = 1, [12; с. 140, лемма 1.2] при d > 1).

Лемма 3.6. Справедлива оценка

Ш{Аоо(Ь)) > «(6)-"^)/2[C2(d)]-'(b).

Используя формулу для объема единичного евклидова шара Лг(Ь) в 1ИЬ>, из

которой вытекает, что

\о1{А2(Ь)) ^ ь(ЬГ"Ю'2Ы<1)]-*ь\

мы легко выводим из (3.5), (3.7) и леммы 3.6 следующее утверждение:
существуют постоянная 04(d) > 0 и семейство полиномов {^, г = 1,2,. ,.,2V^} С

3"r{b) такие, что

lltflloo^l, * = 1,...,2*<ь>, (3.8)

H^-^ll2^c4(d), гфз. (3.9)

Далее, для каждого набора / = {i(s), s € Y*} с i(s) € {1,..., 2"W3))}
определим функцию

/"= Е(Пс08^)^й' (зл°)

где для s е Y* k? = 2ai~1 + 2s)~2, если Sj ^ 2 и fcj = Sj, если Sj = 0,1.
Общее число таких функций

N= Л 2"W*».
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Отметим, что V s Е Y*

О < c(d) • dim STr{p{s)) ^ v(b(s)) ^ dim %{p{s)) = 2n.

Учитывая этот факт нетрудно проверить с помощью леммы 3.3, что во множестве

П [1,2уМ3Щ наборов /можно найти подмножество Gn, \Gn\ ^ 22Tlnd~lc'(d\

с дополнительным свойством: любые два различных набора /, J £ Gn имеют по

крайней мере cn(d)\Y^\ различных "координат" i(s); c'(d) > О, c"(d) > 0.

Проверим, что для любых /, J Е Gn, I ф J\

ll/?-/"llQC»nd/2. (3.11)
Этот факт вытекает из теоремы 2.2 и следующего элементарно проверяемого

неравенства: для любого полинома t(x) € ^r(6(s))

II /
d

\ II
mcosfcjxU(x) ^c||t(s)||2, с = c{d) > 0 (3.12)

II \j=1 ) Il2

(здесь числа A:j и 6j те же, что и в (3.10); отметим еще, что при этих kj и 6j

полином ( Yl coskjX)t(x) лежит в подпространстве &r(p(s)) и, следовательно, при

различных s эти полиномы имеют непересекающиеся спектры J.
Из (3.11) и включения

{//"•2-г"Ьлся;.с(М)
(см. (3.10) и теорему 1.1 гл. IIв [13]) вытекает оценка снизу для£m(#£, QC).
Из (3.11) и включения

{fP • 2-rnn-^d-1^2} С Wrq • C(r,d), Kq<oo

(которое вытекает из (3.10), теоремы Литтлвуда-Пэли и теоремы 1.1 гл. I в [13])
получаем оценку снизу для em{Wq , QC) при любом г > 0.

Оценкаснизудля£т(И/'<^),(5Сг)приг > 1/2 вытекает из только что доказанных
оценок снизу для em(W£, QC), q < оо, оценки сверху для ет{^2 , QC), которая

будет доказана ниже, и следующего неравенства:

e2m(WZ,QC) ^ 2em{W^QC)1'2 -emiW^QC)1'2 (3.13)

(оценка (3.13) - частный случай оценки энтропийных чисел оператора,

действующего из "промежуточного пространства", см. [14; п. 12.1.12]; в нашем случае

рассматривается оператор тождественного вложения W£ <-)• QC).

Доказательство оценок сверху в теоремах 3.1 и 3.2. Ниже через &(AQn)q
обозначаем единичный Lg-шар в пространстве ^(AQn), а через f?{AQn)BqiOQ ~

множество полиномов / из SF(AQn) таких, что ||<S5(/)||g ^ 1> ||s||i = ft. Кроме того,

положим
, .

( /bxVflr, (Л Ьч-|1/«-1/2

е-а/ь, а > Ь.
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Лемма 3.7. Для 1 < q ^ 2 имеют место соотношения

em(^(AQn)q,QC)<n^2-y(q,m,K\AQn\), (3.14)

em(er(AQn)Bqoo,QC) <^nd^(q,m,K\AQn\), (3.15)

dm{&{AQn)2, QC) « n^WAQ^Im)1'2 (3.16)

(K = K{d); другие константы в неравенствах (3.14)-(3.1б) также не

зависят ни от т, ни от п).

Доказательство леммы 3.7 использует известную технику оценок энтропии и

поперечников. Пусть X обозначает пространство RN с нормой || • ||х- Как
обычно обозначим В!? и SN~l соответственно единичный евклидов шар в RN и его

границу. Пусть также а = а^
-

нормированная мера Лебега на SN_1.

Следующая величина играет важную роль в оценках ^-энтропии и поперечников по

Колмогорову (см. подробнее [8]):

МХ:= / ||/||хАг.
JSN-1

Лемма 3.8 (см. [15]). Имеет место оценка

ет{В?,Х) « 7(2, m,N).MX-

Установим сначала оценку (3.14) в частном случае q = 2. Рассмотрим
множество &(AQn)e полиномов из &(AQn)r с действительными коэффициентами.

Тогда f?(AQn)2 может рассматриваться как евклидов шар в RN, N = \AQn\/2.
Легко видеть, что оценку (3.14) (при q = 2) достаточно доказать для ^{AQn)^-

Если полином / представить в виде

/(*) = £ £ е"1*1/*!^1),
s 2*-1<^\кх\<2*

то по определению QC нормы

0 " * 2s-1<|Jfei|<2»

(kj. (3.17)
ОО

Из (3.17) легко усмотреть, что в рассматриваемом нами случае

Mqc=I \\f\\Qcd*= [ WfWooda. (3.18)
JsN-l Js"-1

Последняя величина уже оценивалась в [16]:

>аа«.пг'2 (3.19)/.
(отметим, что неравенство (3.19) легко вытекает из экспоненциальной оценки для

полиномов по системе Радемахера).
Лемма 3.8 и (3.18), (3.19) дают оценку (3.14) при<? = 2.

Перейдем к общему случаю 1 < q < 2 и докажем, что справедлива
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Лемма 3.9. Имеют место оценки

em(&(&Qn)q,L2)

[ 2-mc/\AQn\t c = c(d)>o, m>\AQn\.

Эта лемма выводится стандартным способом из соответствующего результата

об энтропии в метрике l£ /,-шаров

N Ч1/,

В? = {* € R* : (gw) \l}
Лемма 3.10 (см. [17]). Для 1 ^ q ^ р ^ оо

Я°8(£ +

Ру
[ mi/p-i/Q2-m/N, m>N.

Мы используем также известную теорему Марцинкевича об эквивалентности

обычной Lq нормы и £д-сеточной нормы тригонометрических полиномов.

Именно, из этой теоремы следует, что для любого s £ Z+, ||s||i = п, и для любого

полинома

k€p(s)

при 1 < q < оо имеют место неравенства:

\ <\\t\\Lq<k2(d,q)l- £
х€Пд

' ^
х€П3

где fci (d, д) > 0 и при s = (si,..., Sd) € Z+

*>w«)(^ £ i'Wi')"<n«iu, <m<i,?)(^ E i'Wi') '•

Поставим в соответствие полиному / € ^г (Дфп) вида

s,||e||i=n

вектор

«(/) = {M/,*)}|W|,=»,«€n. 6RW,. ЛГ ж 2"пn^d-1
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(порядок координат зафиксированпроизвольно, одинаково длявсех /). Используя
теорему Марцинкевича и неравенство

1/2

(1>Л/)11^ «ll/lli

которое является следствием теоремы Литтлвуда-Пэли, оценим /9-норму
вектора v(f),Kq< 2:

или/,«г»/» 2 n*.(/)iis)
1/2

«г"/^-1)^/'-^)^ £ p.(/)||j)
s||l=n

< г^п^1^1^-1/2)!!/^. (3.20)

При q = 2 имеет место эквивалентность

1К/)Н«а « 2"/2||/||2. (3.21)

Отметим еще следующий факт. Пусть L С /^ ~~

подпространство. Тогда

ет(В^ПЬ,1^ПЬ)^ет(В^,1^). (3.22)

Доказательство оценки (3.22) очевидно: искомую £-сеть в /^ П1, образуют ортоп-

роекции точек из е-сети для В^ .

Мы используем (3.22) в случае, когда

L={v(f),f€!7r(AQn)},

при этом (dim L)/N > с > 0. Учитывая также (3.21) и (3.20) мы из леммы 3.10

и (3.22) получим утверждение леммы 3.9.

Завершим доказательство оценки (3.14) для 1 < q < 2. Имеет место

неравенство

S2m{M&Qn)q,QC) ^em(&r(AQn)q,L2) em{&r{bQn)2,QC). (3.23)

Остается применить лемму 3.9 и воспользоваться уже доказанной частью

оценки (3.14) для g = 2.

Оценка (3.15) доказывается аналогично и несколько проще, чем (3.14). Вместо

леммы 3.9 мы доказываем неравенство

ет(9г(Ь0п)вЯ9ОО,Г<2)

2-тс/1д<Н т > \AQn\.



90 Б. С. Кашин, В. Н. Темляков

При этом мы вновь используем дискретизацию, основанную на теореме Марцин-
кевича, лемму 3.10, а также следующее, аналогичное (3.23), неравенство

e2m{&r(&Qn)Bqi00,QC) ^ em{%(AQn)Bq^,L2) - em{^r(AQn)2,QC).

Перейдем к проверке оценки (3.16). Она проводится аналогично

доказательству неравенства (3.14) в случае q = 2. Вместо леммы 3.8 используется

где

Лемма 3.11 (см. [15]). Имеет место оценка

кг /iV\l/2
dm(B^,X)«Afx|2(-) ,

1/2

MX,2=(J WfW'xda)
Аналогично оценке величины Mqc (см. (3.18)), используя неравенство

MLooi2 <п1/2

(см. [18]), находим

Mqcа ^ MLoo2 < п1/2.

Неравенство (3.16) вытекает из леммы 3.11 и (3.25).

Завершим доказательство оценок сверху в теоремах 3.1 и 3.2. Ясно, что

теорему 3.1 достаточно доказать для 1<д^2иг> 1/д, а теорему 3.2 для q
= 2 и

г > 1/2. Доказательство использует лемму 3.7 и следующие известные свойства

функций из классов W£ и Н£. Для любой функции / € W£, 1 < q ^ 2, имеем

(см. [13; гл. II, теорема 2.1])

(3.25)

^2 f(k)ei(k'x)
keAQn

<2"

Для любой / 6 Н*, 1 < q < оо (см. [13; гл. II, теорема 1.1])

ll^(/)ll.«2-r»5"1.

(3.26)

(3.27)

При доказательстве первого соотношения в теореме 3.1 используем (3.27) и (3.15)
из леммы 3.7. При доказательстве второго соотношения в теореме 3.1 используем

(3.26) и (3.16). При доказательствевторого соотношенияв теореме 3.2 используем

(3.26) и (3.16). Наконец, при доказательстве первого соотношения в теореме 3.2

используем (3.16) и следующее простое следствие неравенства (3.27): для любой

/е#2г

Mll=n

< n(d-1)/22-rn.
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Во всех четырех случаях доказательство проводится аналогично. Мы приведем

лишь доказательство второго соотношения в теореме 3.1.

Пусть задано достаточно большое т. Подберем п так, чтобы

\AQn-i\<m^\AQn\.

Тогда т ж 2nnd~1. Положим а = \ min(r - 1/g, 1) и

_ , [т2-^п-% Кп,
пц

- ~ }= c<J
[m2-*<|-n>], l^n,

где са > 0 подобрано так, что
оо

1=0

Пусть mi — [пц]. Тогда mi = О, если сат 2 а(1 п) < 1, т.е. при

/ > п\
= п Н— log сат.

а

Обозначим

5AQl(H^) = {ff =
И

I|5aq((^)||qc= sup \\g\\QC.

Тогда

em(W,r,OC7)^X;emi(5AQ,(W;)lOC)+ J] I|5aq,(^)||qc = E1 + E2-
j=o i>ni

Каждое слагаемое в $^2 может быть оценено с помощью (3.26) и неравенства (см.
[13; гл. I, теорема 2.1]) ||/||оо « 2«W"1)/*1-1/^!/!!,, / € <y(Qj):

I|5aq,(^)||qc « 2-'('-1/«)/(«»-i)(i-i/«).

Проводя суммирование по I > п\ и учитывая определение ni, получим

JT <2~rn. (3.28)

Далее, используя (3.26) и лемму 3.7 находим

^emi(SAQl(W^),QC) « 532-"п1/2ехр{--^тт} « 2—п1/2 (3.29)
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£ emi(SAQ,(W;),QC)

« Е 2-«пг*(Шу%(1 + \*Щ
1/9-1/2

< г-^п1/2. (з.зо)

Объединяя неравенства (3.28)-(3.30) и учитывая, что m х 2nnd_1, завершаем

доказательство оценки сверху во втором соотношении теоремы 3.1.

§4. О равномерной сеточной норме
полиномов из ZF(AQn)

В этом параграфе доказывается

Теорема 4.1. Пусть при некоторых п ^ 1 и у ^ 1 конечное

множество П С Т2 обладает свойством: для любого полинома t Е &(AQn) имеет

место неравенство

||<||оо^у|И1оо,П. (4-1)

Тогда число элементов в Q допускает оценку снизу

|fi|^Cl|AQn|-exp(^), (4.2)

где ci > 0, С2 > 0 - абсолютные постоянные.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что п

достаточно велико и 1 ^ у ^ сзп1/2, где сз > 0 -

произвольная абсолютная

постоянная. Кроме того считаем, что п четно (для нечетных п рассуждения полностью

аналогичны).
Пусть gk{u), к Е Z2, - набор независимых нормально распределенных

случайных величин с нулевым средним и единичной дисперсией, занумерованных
точками из Z2.

Рассмотрим случайный процесс

Р(х,и)= £ £ АшИеад=^АШИе^, (4.3)

где для к € p(s)

( 1, если [2s!-1] < кг < 23', [2е»"1] < к2 < 2*2,

_

I 1/2, eomifci = [2*!-1], [2*2-1] < fc2 < 2*2>

I 1/4, если*! = [2s!"1], к2 = [2*2-1],
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иЛп= (J р{з) f)Z%. Отметим, что |Л„| хп2п и |Л„| ^ (~ -hi) • 2П"2.

Утверждение теоремы 4.1 мы получим, установив оценки сверху и снизу для

вероятности

7(«/) = Р{||Р(*,*)||с,<НЛ»|1/2}
для значений w из области 0 < w ^ п1/2. Положим

к£р(з)П2\

В силу неравенства (1.3), установленного в [2],

7Ы ^ р{ Е H*-(*.<")llbi < A-^IAnl1^}. (4.4)

Правая часть в (4.4) в силу неравенства Чебышёва не превосходит

(
т

) .

max p/||^||Li<M^|An|V2 ^ ^т/2| (4.5)

гдет = |У^| = п/2 + 1.

Из (4.4) и (4.5), пользуясь независимостью случайных величин ||<5в(х,о;)||£,1,
s Е У^, мы находим

||«,(x,u;)||<2±_|An|i/2|j . (4.6)

Оценим сверху при фиксированном s = (s\, п — si) Е У^, 0 < si < га, вероятность

{4Л-1?/;
, 1 Г 9^/2-Ы ^

||*.||l, ^ —— |Лп|1/2| < PJP.Hl, ^
-^75- Л-1^. (4.7)

Имеем для s = (si,n — si) € У2, отделяя действительную часть,

,231-1-12п-п_1-1

|<J,(ar,u;)| =

Л?1=0 А:2=0

2s1-l_1 2«-«1-1_1

5Z И A^fcM(cos(fciXi)cos(fc2a:2) - sin(fcia:i)sin(A:2^2))

(4.8)

гдеАиь*2) = Vi+p'i-m.^+p--»!-1])-
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Пользуясь четностью косинусов и нечетностью синусов из последнего

соотношения выводим:

Г 2n/2+1 1 1

Plll'-llb^-^TS-^1^}
.цг-!-1-^»-!-1-! и

2п/2+2
_ >|

^ Р J 1С И K9k(u)cos(kiXi)cos(k2x2)\\ ^—Т/Г~Л 1%ю
[41 fc1=0 fc2=0 "Ll ^ ^

( on/2+2 ^|
= p{ll^llbi^-^i72-^"lw}- (49)

Д' = {2^ГТ'2=^ГГТ}' О^Л^2*1"2' 0<Л^2—'-2.

В силу известного результата Марцинкевича (см. [19; с. 181])

l№i^£ Е i*iwi» с>0-

поэтому

Р{|Ю11*1< „1/2 НРГ:2^ S IM*,")!^**}. (4.10)

Пусть z = (zi,Z2) € Дв, v = (vi,^2) € Д3,причем0 < z\,Z2,vi1V2 < я". Тогда

2S1_1— 1 2n_sl_1—1

У^ У^ AJt cos(fci2:i) cos(A;22:2) cos(fcivi) COS^^)
fc1=0 ^2=0

{0,
если z Ф v,

(2«i-i _ i/2)(2n-5i-1 - 1/2) (4.П)
*—^

, если z = v.

Действительно, левая часть в (4.11) равна

/1
2Я1"1-1

\/1
г""51-1-1 \

(
g
+ ]С cos(fci2i) cos(*iVi) J f - + ^ cos(&232) cos(fc2v2) J^ kx=i ' ^

*2=i

и нам остается учесть, что при z = 27rj/(2p + 1), v = 2-kj'Ц2р + 1), 0 < z, и < 7г

p fP+1/21
p f ^

0
+ $Z cos(fci2:i)cos(fciVi) = <

1
*=i I o,

2
' *1="b

*1 # Vi.
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Из (4.11) и известного свойства нормального распределения (см. [1; с. 48,
теорема 2.10]) мы заключаем, что случайный вектор

{6a(z,w), Z = (zi,Z2) € Да, 0 < ZUZ2 < *}

также имеет нормальное распределение, его координаты независимы, их среднее

значение равно нулю, а дисперсия ^ c'z2n, с'3 > 0. Следовательно (см. также (4.9)),

2п/2+2Л-1%

,{К|41<£^-}<Р^£|ЛМ|<-}

если w ^ СбП1/2, где постоянная се > 0 достаточно мала. В итоге (см. также

(4.6), (4.8)) имеем
_ on—8

ЧМ < (^щ) > ю ^ сб"1/2- (4-12)

Пусть теперь при некотором Q С [0,2п]2 имеет место (4.1). Тогда очевидно,
что при каждом w

7(w) > p{max\P(x,u)\ < \Ап\1/2-\. (4.13)

Оценим снизу правую часть в (4.13). Введем в рассмотрение случайный вектор

размерности 2|П|: {rx,r'x, х 6 П} с

rx = ReP(x,u>), rx = ImP(x,o;).

Тогда

p{max|P(x,u,)| < |ЛП|^} £ р{пиктах(|гя|,К|) < (^) ^}. (4.14)

Вектор {гх,г'х1 х € П} имеет нормальное распределение с нулевым средним и

по теореме Шидака [20] (см. также следствие 1 в [21]) правая часть в (4.14)
допускает оценку снизу величиной

-пИ«<(¥Г=}-^<(¥Г=})- <->
х€П

Оценим снизу произведение (4.15) при w = cqu1^2. Так как для любого х Е ft
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ТО

/ Г°° 1 \2|П|
П^ (1-2 / е~х l2dx\ ^exp[-4|fi|exp(-c|n/(2</2))]; (4.16)

\ Л9п1/2/у /

мы использовали неравенство

1-2 / е~х /2rfx^exp(-2exp(-22/2)), z ^ 1,
J Z

и считали, что у < сдп1^2. Итак (см. (4.13)-(4.16)),

j(cen1/2) > exp[-4|fi|exp(-ci0n/2/2)]. (4.17)

Сравнивая (4.17) и неравенство (4.12) при w = с^п1/2, мы находим:

c?f ^ехр[-4|Г2|ехр(-сюп/2/2)],

то есть

\Щ ^ ci2n2nexp(cion/j/2).

Соотношение (4.2), а значит и теорема 4.1 доказаны.

Утверждение следствия 4.1, сформулированного во введении, при d = 2

непосредственно вытекает из теоремы 4.1.

Утверждение следствия 4.1 при d > 2 и а = 1/2 очевидно, а при а < 1/2
вытекает из двумерного результата если учесть, что

\QZ\<\Q2n\exp(cn*)

для произвольных с > Оие > Ои подпространство в &(Qn) полиномов,

зависящих от двух координат, совпадает с &(Qn).

§ 5. Заключительные замечания

а) Приведем построение полиномов tk € %(2к), к = 1,2,..., для которых

IIMloo ^ ciA:1/2||^||gcJ с\ > 0 (существование таких примеров отмечалось во

введении). Пусть для данного к

к-1 2а+1-1

/(*) = £ 2"* £ еЧ*
5=0 j=2a

ntk — Re/. Ясно, что /(0) = tk(0) = к. Покажем, что ||/||qc <^ А:1/2, а значит,

в силу неравенства \\tk\\Qc ^ ||/||qc, и \\tk\\QC <С к1'2.
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Определим функцию

*-1

s=0

Тогда для любого и

оо

УМ) - 9Ux)\\oo <с 1, Ых) = 53Mw)M/,x).

В самом деле, пусть 2-'-1 < |х| ^ 2~1,1 ^ /г. Имеем

* 2*+1-1
2~а

\ux)-gM)\^Y.2~a Е ii-eyxi + E —«i.

5=0 j=2a з>1

При | a; | < 2 k г
аналогично

k 23+1-l

\u*)-9M)\^Y,2~a E ii-ey*i<i.
5=0 j=2a

Далее, оценка

Jo
.duj^y/k

вытекает из оценки мажоранты частных сумм полинома по системе Радемахера
fc-i

]Г r3{uj) (см. [1; теорема 2.9]).
s=0

б) Рассматривая QC норму в многомерном случае, мы определяли ее

следующим образом:

||/(xi,... ,xd)\\QC = ||||/( •

,х2,... ,xd)||gc||00,

т.е. брали QC норму фактически только по переменной х\. Возможны и другие

варианты, когда усреднение по знакам берется и по другим переменным.
Рассмотрим два таких способа:

Г И

QC= / JE,r.l(u>i)-...-r,d(u>J6(ait...tad)(f,x)
J\0.1]d

/•111

Jo II ,

(/) <Lj,

<Lj, (5.1)

(5.2)

где г задает взаимнооднозначное соответствие между Z+ и N.
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Из доказательства оценок сверху в теоремах 3.1 и 3.2 следует, что те же оценки

сохраняются и для норм (5.1), (5.2). Из теоремы 2.2 нетрудно вывести ее аналоги

для норм (5.1) и (5.2), что, в свою очередь, влечет для этих норм те же оценки

снизу, что и оценки для QC нормы, установленные в теоремах 3.1, 3.2.
Отметим еще, что в некоторых случаях работать с нормой || • \\qC проще, чем

cII-IIqc
в) Приведем один результат, связанный с теоремой 2.2. Эта теорема была

выведена в § 2 из одномерного результата
-

теоремы 2.1 при помощи сравнительно

элементарной техники: использовались теорема Литтлвуда-Пэли и неравенство

Гёльдера. В дипломнойработе П. Г. Григорьевадляисследованияполиномов

многих переменных были привлечены результаты С. В. Бочкарева [22]. Аналогично,
с помощью результатов из [22] из теоремы 2.1 можно вывести следующее

Утверждение. Пусть

II/IIqc.lHIW-.^MU
и

p+(s) =p(s) nZt

Для любых t3 6 ^(p+(s)) имеет место неравенство

£ J ^ c(d) -n-W2-1) £ Н«'Иь c(d) > О-

»€« QC,L s€yd

г) Следствие 4.1 показывает, что свойства подпространства &(AQn) в

пространстве Э'([-2n, 2n]d) в определенном смысле аналогичны свойствам

случайного подпространства в #"([—2n, 2n]d) той же размерности (см. также [23]).
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О равномерно сходящихся перестановках

тригонометрических рядов Фурье

СВ. Конягин

Установлено, что если модуль непрерывности w(f,S) 27г-периодической
функции / G С(Т) есть о(1/ log log l/S) при S —► 0+, то некоторая перестановка

тригонометрического ряда Фурье функции / сходится к ней равномерно.

Библиография: 9 названий.

§1. Введение

П. Л. Ульянов [1; с. 58] поставил следующую задачу. Верно ли, что

тригонометрический ряд Фурье любой 27г-периодической непрерывной функции можно

переставить так, чтобы переставленный ряд сходился к / равномерно? Ответ на

этот вопрос до сих пор не известен. С. Г. Ревеш [2] доказал, что существует

равномерно сходящаяся подпоследовательность частных сумм переставленного ряда

Фурье; при этом, вообще говоря, перестановка и подпоследовательность зависят

от /. В [3] этот результат был распространен на случай многомерных рядов Фурье
непрерывных функций. В настоящей работе мы даем положительный ответ на

вопрос П. Л. Ульянова в случае, когда модуль непрерывности u(f, S) функции / есть

о(1/ log log l/S) при S -► 0+.

Пусть Т = K/27rZ - одномерный тор, С(Т) -

пространство комплексных

функций, непрерывных на Т. Каждой функции / € С(Т) сопоставляется ее ряд Фурье
в комплексной и действительной формах:

оо

f~*52ckeikx и f~^2dkca3(kx + <pk).

Длясокращения записи обозначим Ак (х) = dkCOs(kx+(pk). Как обычно, uj(f,S) =
max \/(х)—/(у)\,где6 ^ 0, есть модуль непрерывности функции/ в С(Т). Для
х,у€Т
|х-у|<*

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 96-01-00378) и программы "Ведущие научные школы" (проект
JY* 96-15-96072).
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f € С(Т) положим H/II = max |/(а?)|. Через С\, С2,. •. мы обозначаем абсолют-

ные положительные постоянные.

Теорема 1. Пусть f € С(Т) и uj(f,S) = o(l/loglogl/<J) при S -> 0+. Тогда

существует такая перестановка а множества натуральных чисел, что

lim
71—ЮО

*=1

= 0.

В теореме 1 речь идет о перестановках рядов Фурье в действительной форме.

Однако, соответствующее утверждение для рядов Фурье в комплексной форме

сразу следует из теоремы 1, утверждение которой можно переписать в виде

/ - <*
- Ё Ык)е'кх + c-oWe-ik*)
k=i

0 (п -» оо).

Теорема 1 немедленно вытекает из следующих двух теорем, которые мыи будем
доказывать.

Теорема 2. Пусть неубывающая положительная функция В(и)
удовлетворяет условиям:

1) В{п2) = 0(В(п)) при п € N;
п

2) для любого тригонометрического полинома Т(х) = 5Z ^*(х) на^~

дется такая перестановка г множества {0,... ,п}, что для любого

т = 0,... ,п
т

fc=0

^ В(п)||Г||.

Тогда для любой функции f 6 С(Т) такой, что uj(f,S) = о(1/В(1/6)) при
оо

(J -> 0+, / ~ ]Г ^4fc(x)> найдется такая перестановка о множества нату-

рольных чисел, что

lim
71—ЮО

f -do-^2 A°W = 0.

Теорема 3. Функция В(и) = С\ loglog(u + 3) удовлетворяет условиям

теоремы 2.

Доказательство теоремы 1 позволяет для всякого модуля непрерывности

и(6) = о(1/ log log 1/6) (S ->- 0-f) построить такую последовательность еп -> 0
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(п -¥ оо), что для любой функции / € С(Т) такой, что а;(/, S) ^ uj(S) при о~ ^ 0,

найдется перестановка а: N —> N, удовлетворяющая условию

^sn (n € N).

Например, если и(S) = 0{u{82)), то можно взять еп = 0(u>(f, l/n)loglog(n + 3)).
Однако, мы не знаем, верно ли это для любого модуля непрерывности и (S). С
другой стороны, не исключена возможность того, что для любой функции / € С(Т)
найдется такая перестановка а: N —► N, что при всех п £ N

f-do-^2Aa{k)\\ =0 (-('.=))■

Результаты работы анонсированы в [4].

§ 2. Доказательство теоремы 2

Доказательство основано на идеях работы [2]. Для / Е С(Т) и натуральных п

и ?71 через «Ьп (/) мы обозначаем частную сумму Фурье функции /

fc=l

а через Fn>m(/) -

сумму Валле-Пуссена

n+m-l

V„,m(/) = - £ S*(/).
к=п

Следующая лемма является переформулировкой леммы 2 работы [2] на случай
комплексных функций.

Лемма 1. Пусть f € С(Т), т/ > 0, п > 7, m ^ п. #сли

n-f-m

mo найдется набор (cji, ... ,u;m) G {0,1}т такой, что

т и

ЗД) + Е W*A»+* -

УпМЩ < 12VV-
fc=l "

(1)

(2)
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В [2] при доказательстве соответствующего утверждения для действительных

функций / набор (lji ,..., шт) € {0,1}т рассматривался в качестве случайного и

было показано, что при надлежащем выборе вероятностного пространства
вероятность события

Sn(f) + £ U>kAn+k - Vnfm(f)
k=l

>sVv

не превосходит 26n 2. Следовательно, для комплексной функции /, каждое из

событий

Sn(Ref) + J^UkReAn+k - Fn,m(Re/)

m

Sn(Im/) + ^u>*Im,4n+fc - Vn,m(Im/)
fc=i

произойдет с вероятностью не более 26п~2. Но тогда при п > 7 с положительной

вероятностью ^ 1 — 52п-2 ни одно из этих двух событий не произойдет, и (2)
будет выполнено.

Лемма 2. Для любой функции f 6 С(Т) существуют подмножества

Wo,iVi,... Л4«0с*сестгава натуральных чисел такие, что No — 0,

{^...y-^c^cfi,...,^},

npw всея Z G N.

Доказательство. Для Z = 1 и Z = 2 множества Л^ могут быть взяты

достаточно произвольным образом, например, Ni = {1,..., 22 }. Легко проверить,
что утверждение леммыдля этих значений Z будут выполнены. Пусть теперь Z ^ 3.

Для 5^ 0

u(f,6)2= sup (f\f(x + h)-f(x)\2dx)
обозначает модуль непрерывности функции / в L2(T). Применяя теорему

Джексона в L2(T) (см., например, [5; с. 159]) и учитывая, что наилучшие приближения

в L2(T) задаются частными суммами Фурье, мы получаем

£ \dk\2<cau(j,^y^2*c3»(j,^y.
k>2
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Значит, найдется j € {0,..., 21~1 — 1} такое, что при п =

1, |<**| ^4тгС3 -t <С4
j—

.
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fc=n+l

г>/-1ч
Применяя лемму 1 в случае m =

п, 77
= C±uj(f, 1/22 )2 и полагая

АГг = {к е N : Jfc ^ п) U {п + к : 0 < fc ^ n, о;* = 1},

мы находим

Vn,n(f) - do - Y, А"
k€N,

^С5Ш (/'22'-1)' (3)

Далее, в силу теоремы Джексона в С(Т) [5; с. 159] и оценки приближения суммами
Валле-Пуссена через наилучшие приближения [5; с. 117],

||/-Vn,n(/)||<C6u,(/,i) ^Сеш^,^У (4)

Из (3) и (4) вытекает утверждение леммы 2.

Заметим, что из условия на множества Ni в лемме 2 непосредственно следует,

что N0 С ЛГх С • • • и Ц€М ATZ = N.

Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 2. Пусть / € С(Т) и

Ц/, (5) = о(1/В(1/6)) при J -► О-f. Обозначим

Ъ = £ Л,,

тогда

/ = do + ^Tb (5)

При этом ряд в правой части (5) сходится равномерно, ибо в силу леммы 2

L

/-^-Ет'||=°(^(р^г))- (в)

Далее, с учетом условия 1) теоремы 2, мы имеем

ы^(Ф)+^))'°(т^))=°(^))- (7)
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Через тц обозначим количество элементов во множестве Ni. По условию

теоремы 2, учитывая, что степень полинома Т\ не превосходит 22
, существует

биективное отображение oi множества {щ-\ + 1,..., щ} на Ni \Ni-i такое, что для

любого та = Щ-i + 1,..., щ справедливо неравенство

53 A"iW ^ В(22 №\\,

откуда и из (7) следует, что

max 51 A°l(k)
fc=n(_1+l

= о(1) (I -»• оо). (8)

Построим теперь перестановку а множества N, полагая a(k) = &i(k) при

А: € {щ-\ + l,...,nj}. Тогда для любого n € N, подбирая такое L, что

п € {пь-1 + 1,..., пь}, имеем

/ - do - 51 А°(к)
к=1

L-1

1=1 fc=nt_!+l

L-1

/-do-^T,
1=1

и в силу (6) и (8),

/ - d0 - 51 "**(*) 0 (п -» оо).

Теорема доказана.

§ 3. Доказательство теоремы 3

Нам нужно показать, что если п € N,

т(х) = 53 ^*(ж)= 1Сdk cos(kx+v*)
*=0 *=0

является тригонометрическим полиномом степени не выше п и

imi < 1, (9)

то найдется такая перестановка т множества {0,...,п}, что для любого m =

0,...,п
и m |

u2Arw\
'fc=0 '

<Ciloglog(n + 3). (10)
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Идея доказательства теоремы состоит в том, что мы выберем нечетное простое

р и члены А^ полинома Т разобьем на пачки, относя к j-й пачке (j — 0,..., ^у-)
все Ak, для которых А; = ±j (modp). Пачки мы суммируем в "естественном"

порядке, а внутри каждой пачки упорядочиваем слагаемые случайным образом.

Будет показано, что при правильно выбранном простом р полученное

упорядочивание будет давать нужный результат.
Вначале оценим нормы каждой пачки и сумм по пачкам. Условие (9) будет

всюду предполагаться выполненным.

Лемма 3. Пусть р
- нечетное простое число. Тогда

1) для любого j = 0,..., 2-^

k=±j (modp)

<2;

2) для любого 7 = 0,. 2=1
.., 2

£ Е *
i=0fc= ±jf (modp)

^ C7logp.

Доказательство. Наряду с "действительными" пачками мы будем
рассматривать "комплексные" пачки

ikx Л;, ^Р~1'
Tj(x) = ]Г ске

k=j (modp)
(UK^i),

где ск
- коэффициенты разложения полинома Т, записанного в комплексной форме

Т(х) = £ ckeikx.
к=—п

Мы имеем

Y1 А* = то,
А:=0 (mod р)

£ Ak=Tj+T-i (i = i,...,£zi).
k=±j (modp)

(п)

(12)

Фиксируем xo € T и обозначим xi = хо + 2я1. (|/| ^ ^у^) • Легко видеть, что

разложение Т = ]Г Tj индуцирует дискретное разложение Фурье полинома Т на

сетке {xi : \l\ ^ ^у^}- При этом

(13)
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Значит, |Tj(xo)| ^ 1, и в силу произвольности выбора хо € Т мы имеем ||7j|| ^ 1.

Отсюда ииз(11)и(12) следует первое утверждение леммы.

Второе утверждение доказывается стандартным образом с использованием

дискретных ядер Дирихле: с учетом (11), (12) и (13), для всякого J = 0,..., ^у-

J , . J .

£ £ Ak(xo) = £ Ъ(хо)\
j=0 k=±j (modp)

' *j=-J
'

-2nijl/p \

£
1 I

J

-(2J + 1+ T . ,]... Л ^C7logp.

2nijl/p

ui^V

Лемма 3 показывает, что нормы сумм по пачкам ограничены величиной

порядка log log(ra + 3), если р не превосходит фиксированной степени log(n + 3). Выбор
простого числа р осуществляется с помощью следующей леммы.

Лемма 4. Существует нечетное простое число р ^ 21og3(rc + 3) такое,

что

с»

5 "'■|2|"''|2*ь?^
k^k2

fcl=±A;2 (modp)

з)

Доказательство. Заметим, что из условия (9) следует, что

£И*12^2- (14)

Пусть Р - множество всех нечетных простых, не превосходящих 2 log3 (п + 3).
Учитывая (14), мы имеем

J2 £ |dfcl|2|d*2|2^ £ \{peP:l^-l4 = 0(roodp)}\-\dkl\2\dk2\2
р£Р ki±k2

k\ = ±fc2 (modp)
*1**2

<C max \{p e P : k\ - k\ = 0 (modp)}|^ l^2)'
^ 4 max |{p G P : A:? - k\ = 0 (modp)}|.



О равномерно сходящихся перестановках рядов Фурье 109

Если т - количество различных простых делителей числа к\ — Щ при к\ ф &2,
0 ^ к\ < п, 0 ^ *2 < п, то т! ^ \к\ - fcfl < и2, откуда

m<rr log(n + 3)
loglog(n + 3)

log(n + 3)
Е £ i*.iW^loglog(n+3).

fcl=±A:2 (mod p)

С другой стороны, |F| ^ Сю log3(n + 3)/ loglog(n + 3) (см., например, [6; с. 27]).
Поэтому найдется р € Р такое, что

fc^2 Сю log (п + 3)
fcl = ±A:2 (modp)

и лемма доказана.

Зафиксируем число р в соответствии с леммой 4 и возьмем произвольное j 6

{О,..., min(£^:, п)}. Среди всех чисел к,0 ^ к ^ п, удовлетворяющих

сравнению А: = ±j (modp), выберем число k(j) таким образом, чтобы \d>k(j) | принимало
наибольшее значение, и пусть Nj = {k:k = ±j (modp), А: ф k(j)}. Мы имеем

(Е i^i2)2 = Е (id*i2)2 + Е 2|dfcli2|dfc2i2
2

!
sk£Nj

'

k£Nj кгФк2

< Е И*|2|*о)12+ £ 2M*il2l*2l2.
k£Nj к\фк2

откуда в силу леммы 4

Обозначим теперь rij = \Nj\,Uj = £Z Л*. Заметим, что в силу (14) |d*(j)| ^ л/2,
k£Nj

поэтому из первого утверждения леммы 3 следует, что

11*7,11^2 + ^2. (16)
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<С C7logp + Си ^ C7log(21og3(n + 3)) + Сц,

Лемма 5. Существует перестановка Tj
= {fci,...,fcn.} множества Nj

такая, что для любого га € {1,...,rij}

\\Ак1+--- + Акт\\^Си.

Теорема 3 легко следует из лемм 3-5. Требуемое упорядочивание множества

{О,..., п} строится следующим образом:

{{то}, А;0, {n}, *i,..., {т,-}, kj,... }.

(Построение продолжается, пока,; ^ min (^^, п).) Для любого га = 0,..., п мы
имеем

п т |

'fc=0 '

откуда вытекает утверждение теоремы 3.

Таким образом, нам остается проверить справедливость леммы 5. Пусть £ есть

случайный вектор, компоненты которого £& (к £ Nj) - независимые случайные
величины, каждая из которых принимает значение -hi и —1 с вероятностью |.
Определим случайный полином

По теореме С. А. Чобаняна [7], [8] существует перестановка tj = {fci,..., knj}
такая, что для любого т Е {1,..., пj }

P*i + • • • + Акт\\ < HE\\UM\\ + \\U,\\). (17)

Для оценки ЕЩ/j^H мы воспользуемся следующим неравенством [9]:

\dk\2}
keNj

р(\Ы > (c12\ogn £ |dfc|2) ) ^ ^ •

Так как, кроме того, в силу (14) при любом £ справедливо неравенство

\\Ujtz\\^y/2n9TO

/ _
\V2 1

Z\\Ujtt\\ ^ Ci2logn £ |d*|2 + -jVSn,
1/2

M*I2J

и с учетом (15) мы получаем

Е||^,с|К(2С8)1/4С7112/2 + л/5.

Отсюда и из (17) и (16) вытекает утверждение леммы 5.
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О некоторых свойствах субгармонических
и целых функций нулевого порядка

В. В. Напалков, В. А. Таров

В статье изучаются свойства субгармонических и целых функций нулевого
порядка. Дано также полное описание замкнутых подмодулей в некоторых

модулях целых функций нулевого порядка.

Библиография: 13 названий.

Введение

К настоящему времени достаточно полно изучены вопросы описания

инвариантных относительно дифференцирования подпространств аналитических

функций (см. [1]-[3]). Это описание благодаря специальному принципу двойственности

(см. [1]) сводится к изучению замкнутых идеалов (замкнутых подмодулей) в

некоторых алгебрах (модулях) целых функций, имеющих заданный рост.

При изучении инвариантных подпространств в пространствах некоторых

числовых последовательностей (см. [4]) оказалось необходимым дополнительное

исследование свойств субгармонических функций нулевого порядка. Некоторые
свойства субгармонических функций нулевого порядка, в частности логарифмов
модулей целых функций нулевого порядка, изучаются в § § 1 и 2 этой статьи.

Опираясь на свойства целых функций нулевого порядка, в § 3 статьи дано

полное описание замкнутых подмодулей в некоторых модулях целых функций

нулевого порядка и показано, что всякий нетривиальный замкнутый подмодуль в

некоторых модулях однозначно определяется своим нулевым множеством и

является главным. Этот результат обобщает работу [5] и дает возможность описания

инвариантных подпространств в некоторых пространствах числовых

последовательностей по аналогии с работой [4].
Введем обозначения, и € К2, ц>(и) - субгармоническая функция нулевого

порядка; М(р(г) = sup{(p+(u) : \и\ ^ г}, (f~*~(u) = max{(p(u),0}] /х
-

ассоциированная (по Риссу) мера функции ф{и); /х<^(г) = л^(г) = fi{u 6 М2 : \и\ ^ г},
п(г) = [д»(г)], где [а] - целая часть а. Если для г = го > 0 п(го) — п(го — 0) = к,
к е N, то An = An-i = • • • = An_*+i = го, где п = п(го). Далее будем считать,

/•/• Ui('t)
что ср(0) ф —оо. N(p(r) = N(r) = / dt. Заметим, что ввиду конечности

значения (р(0) из формулы Пуассона-Иенсена (см. [6; с. 139]) следует конечность

интеграла N(г).
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Обозначим через SHq класс субгармонических в R2 функций нулевого порядка,
не являющихся константами, т.е. множество всех субгармонических в Е2 функций,
удовлетворяющих условиям

hm —,
^

= 0 и hm MJKr) = оо
r-)-oo In Г r-Юо

^

(см. [6; с. 161,84]).
Через Ро обозначим класс целых в С функций нулевого порядка: множество

всех целых в С функций /(г), для которых выполняется

UmInlnM(M = 0)
r-Юо In Г

гдеМ(/,г) = max \f(z)\.
\z\=r

Через Но обозначим класс всех вещественно-значных функций h(r) = rp(r\
заданных на луче [0; +оо), удовлетворяющих следующим условиям:

1) р(г) - непрерывно-дифференцируема на [0; +оо),
lim р(г) = 0, lim pf(r)r In г = 0;
г—Юо г—►оо

2) h'(r) > 0 на [0; +оо), lim h(r) = +оо, h(0) = 1.
г—юо

Отметим два свойства функций h(r) G Щ, которые следуют из их определения:

h(kr)
1) h(r) - медленно меняющаяся функция, т.е. lim

,, ч
= 1 равномерно на

г-юо h(r)
каждом интервале 0 < а ^ k ^ b < оо [7; с. 32]; (1)

2) Ит ГШ=о[8;с.60]. (2)
г-»оо П(Г)

Через h~l{r) обозначим функцию обратную к h(r). Типом и нижним типом

при h(r) назовем соответственно величины

§ 1. Субгармонические функции нулевого порядка

Теорема 1. Для любых функций h(r) Е #о uip(u) Е SHq, удовлетворяющих

условию

lim ^4 = 0, (3)
r-юо h(r)

выполняются следующие соотношения:

1) Мч>(г) ^ N^r) + o(h(r)) при г -У оо, (4)

2) lim M*fr)-*W
= о, (5)

r-too ft(r)

-ч ,. Му (г) JVy(r) ...

3)^ =

г^"Щ-
=

^-ли- (6)
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Доказательство. Используем известное неравенство (см. [8; с. 56-57])

ЛМг) ^Г№& +гГ№<Н + O(l). (7)

Оценим второе слагаемое в правой части последнего неравенства:

, u(t) , it(t) f°° h(t) ,

r I 4^ dt $ sup frrr r / ~Y dt
f°° u(t) , it(t) fc

= »иртт|г»М(1 + о<1))-о(ВД). г-к». (8)

Из конечности интеграла N(r) (см. введение), а также из (7) и (8) следует

утверждение 1) теоремы.
Утверждения 2) и 3) получаем из (1) и неравенства (см. [6; с. 177])

Nv(r)$Mv(r) + 0(l). (9)

Следствие. Пусть субгармонические функции нулевого порядка а(и) и /3(и)
и функция h(r) € Но удовлетворяют условию теоремы. Тогда из равенства

Ha(t) = iip(t) следует равенство aah
=

Я_^ h.

Замечание. Бели

то [9; с. 231]

О < ПпТ %М < оо, (10)
г-юо П\г)

lim ^4=0. (11)
r-юо h(r)

Аналогично доказательству в [9] можно показать, что из

ПпТ^#<оо (12)
г-коо h(r)

следует (И), и поэтому в теореме 1 можно заменить условие (3) на условие (12).

Теорема 2. Для любых функций h(r) Е Но и ip(u) € SHo справедливо
равенство

Оу^и = hm ; = hm .; . .

^'

r-юо h(r) r-Юо /i(r)
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Доказательство. Если а^^ < оо, то утверждение теоремы следует из

замечания к теореме 1 и неравенств (4) и (9).
ДГ (г)

Предположим, что <тф ^ = оо и lim .^ ч ^ С < оо. Тогда, учитывая дока-
^'

г-+оо п(г)
зательство теоремы 1, имеем

М^{г) ^ Nv(r) +г П ^-dt + 0(1)

=ад+гмг+ггм^„(1)*

\г Jr t

-2gl dt + 0(1) < 2Ch{r) при г > го (С) > 0.

Отсюда ог^^ < оо, что противоречит предположению.

Следствие 1. Пусть а(и), /3(и) Е SHo, h(r) G #о- Тогда из равенства

fiQ(t) = /i£(£) следует равенство aayh
— ap,h-

Следствие 2. Дл# любой функции <р(и) € Si/o выполняется равенство

Мг)
_ г /^(г)

_ п

r^So Afv(r)
"

rZT^ Л^(г)
~

Доказательство. Так как для любой ip(u) Е SHo M^(r)
-

непрерывная

функция (см. [6; с. 84]) и 3 го{ф) > 0 такое, что М^(г) > О для любого г > го(<р),
то для любой (р(и) Е S#o найдется (см. [7; с. 35]) ее уточненный порядок, т.е.

такая функция р(г), что функция гр^ удовлетворяет условию 1) для функций из

Но и условию

О < hm у/ < оо.

Отсюда, а также из (10), (11) и самой теоремы 2, получаем утверждение

следствия.

Следствие 3. Для любых функций h(r) € Но и (р(и) € SHo выполняется

неравенство

<v,fc ^ Ш -££L . (13)

Доказательство. Утверждение следствия вытекает из теоремы 2, конечнос-
riu(t) , ,

ти величины / at (см. введение) и неравенства

1 Г p(t) м(г)
lim -—г- / ^- Л ^ lim -^A
r-»oo Al(r) J! £ г-юо rh'(r)(r)

(см. [8; с 46]).
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Замечание. В [8] для более широкого класса функций h(r) теорема 1 доказа-

/х(У)
на при условии lim

_., ч
< оо, которое сильнее условия (12) ввиду неравенст-

r-Юо ГП,'(Г)
ва (13), теорема 2 доказана при дополнительном условии невозрастания функции

rh'lr) Л п .. In г

,, ч , а следствие 3 из теоремы 2 при дополнительном условии hm —т = О-
h(r) r->oo п(г)
Ввиду того, что для субгармонической функции нулевого порядка из (10)

следует (11), требуется подбирать отличную от h(r) функцию d(r) или функцию
П,(г) и>\Т] In Q\T]

g(r) > 1 такие, что 0 < lim -—г < оо, 0 < lim г-—- < оо при
г—юо d(r) г—юо h\T)

выполнении (10). В [8] в качестве d(r) использовалась функция rh'(r). Могут
быть полезны также теоремы 3-5.

Теорема 3. Пусть функция g(r) > 1 и непрерывно-дифференцируема на

г- ~л *. ^ п л v^ P{r)\ng{r) гт— h(rg(r))
г0,оо), го ^ 0, &<pth,g = lim г-гт , lim = С\ < оо, dm > 0

h(r/(g(r))m)
такое, что lim 77-т = Съ < 1, тогда для любой (р(и) € S#o

r-юо /i(r)

1) <^,л = 0 <=* Д^,л,9 = 0»
2) 0 < а^н < оо Ф=> 0 < Д^л.з < оо,

3) ^,л = оо <£=> A<p,h,g = оо.

Доказательство. Используя определение iV(r), имеем

h(rg(r)) ЩгЩ)) N(r) Г*(г) М*) , Л
м > ^W , МО In g(r)

Л(г) A(rg(r)) ft(r) Уг * / К } '
Л(г) А(г)

'

Переходя к пределу в последнем неравенстве, по теоремам 1 и 2 получаем

AV,M ^ £*>,Л + Д*,М ^ C\a^hi если £у|Л < оо; (14)

Д^.ь.з ^ Ci<W> если £^,|Л
= оо. (15)

С другой стороны,

N(r)
_

h(r/(g(r))m) N{r/(g(r))m)

Jr/(g(r))™ t Jh(r) h(r) h(r/(g(r))m) Jr/{g(r))
<

h(r/(g(r)r) N(r/(g(r))™) nyi(r) In g(r)
h(r) h(r/(g(r))m)

+

h(r)
{D)

и, значит,

<?<p,h ^ Сгс^.л + шД^,^|9. (17)

Из (14) и (17) вытекает, что если а^^
= 0, то A<p,h,g = 0; если 0 < а^ < оо,

то 0 < Д<^,/1,0 < оо.
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Пусть сг<р^ = оо. Тогда найдется возрастающая последовательность

положительных чисел {/>}, k Е N, такая, что

г Щгк) N(t) N(rk)
lim —7—г- = oo, sup -TTT

=
T7—Г • \Щ

fc-юо h(rk) o^t^rk b{t) h(rk)

Из последнего равенства получаем

N(rk) N(rk/(g(rk))m)
Цгк)

'

h(rk/(g(rk))™)
VJkeN. (19)

LL\ Тъ 1 In 0\7*l» )

Из (16), (18) и (19) следует, что lim -7—
= 00. Значит, если

fc-юо h(rk)
G4>,h = 00, TO Ay,h,g = OO-

Теорема 4. Если lnh(er) вогнута на [го; +оо), го ^ 0, шо для любых

функций ср(и) Е SHq, h(r) G #0

а
- nn ^ Ita /ФООПЬ"^МГ))-1ПГ)

_

aVifc-oo <=> rhm j^-k -00, (20)

^ Г- 1л(г)(]пН-г(Щг)) -)пг) . ка^уН - a
h

a^^h ^ lim - $ —

^
r-foo h(r)\nk Ink (21)

VA:, 1 < k < 00, если a^^h Ф 00;

A:
В частности, при k = e = min :—- и ain h = 0

a^h $ lim —- $ e^^; (22)

npw A: = A:0 и 0 < а^н < а^уН, a^yh ф oo,

^,/1 ^ 1™
г-юо Ai(r)lnA:o

^

lnA;o

=

1<Т<Поо b*
<^

-

**•*' (23)

где A?o - единственный корень уравнения k(\nk-l) = =^Лб(е;оо).
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, л h-l{kh{r)) h-l{kh{r)) ^

Доказательство. Положимg(r) = ——^ =
-—л .,,

'

. Тогда
г h~l{h{r))

h(r)

Так как по условию функция In h(er) вогнута, то функция In h~l{er) выпукла.

Поэтому
\пн-нщг))-\пг)

(1п^1(ех)Г, т_ (25)
In А;

^ v v /; lx=in/i(r) rfc'(r)
v >

Отметим, что из (25) и свойства (2) функции h(r) вытекает равенство

lim g(r) = оо.

г—>оо

Из (24), (14), (15), (25) и (13) следует утверждение (20) и неравенство (21)
теоремы.

Неравенства (22) и (23) теоремы легко получаются при исследовании на эк-

/1 и коу^-о h
стремум на интервале (1; оо) функции :—:—Г2—.

In А:

Теорема 5. Если In h(er) выпукла, alnh(er) вогнута, то для любых

функций ip(u) € S#o, h(r) € #о

——— LL\Y) In К
о h

= оо <=* lim
,„
V

_, ,
=oo VA;, 1< A: < oo; (26)^'

r->oo h(kr) — h(r)

— fi(r)\nk — ц(г)
v>n ^

r^oo ^(/jy.) _ h(r) r->oo rh'(r)
*' ^

(27)
VA;, 1 < k < оо, если a^ ^ oo;

г-foo rh'(r) r-foo Л(«ог) — ft(r)
^ —V."'

= min In^(e1/ln*er„ifc - «-,/») < «r„,h
- а л (28)

npw 0 < a^h < a^^, o^^h ф oo,

гдеко - единственный корень уравнения (In A;—l)el^nk = lnA;""^' , A?o € (e;oo).

Доказательство. Из выпуклости функции h(er) и вогнутости функции
In h(er) для любого А: > 1 вытекает неравенство

lni
<^,, '"*

■.„.„■ да
/i(ifcr) - Л(г)

^

гЛ'(г)
^

Л(г)(1пЛ(А:г) -ln/i(r))
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Заметим, что из свойства (1) функции Л(г) следует равенство lim In д(г) = оо,
г—f оо

A(r)lnfc
где In д(г) =

h(kr) - A(r)'
Ввиду свойства (1) функции А(г) имеем

, ,/, ч , ,/х 1 Л h(kr)-h(r)\ h(kr)-h(r)
InA(fcr) - InA(r) = In 1 +

v
w ч

~ // ч при г ^ оо. (30)
V ft(r) / ft(r)

Из (29) и (30) получаем

при r ->• oo. (31)
h(kr) - A(r) rA'(r)

rh'lr)
Так как In A(er) вогнута, то функция невозрастающая. Учитывая это и

А(г)
соотношение (31), находим

/i(rg(r)) /"■»(••) *Л'(0 1

rA'(r) A(r)lnfc „ ,„ч /ллЧ

^Жет
= 1 + О(1)щмо°' (32)

Из (32), (13), (14), (15) следует утверждение (26) и неравенство (27) теоремы.

h(r)
Пусть 0 < a^h < Oy,h, <?ч>лн ф оо. Положим \пд(г) =

_

. В этом

случае получаем оценку

'** < -5L ЩРРЩ < ■»*,/ьV» _^Л).

Исследование на экстремум функции ф(к) = In k(elfln kcr<p,h — 2^^) приводит

к уравнению

<V,/iel/x(x ~ 1) =xg_(ph, где rr = ln/:. (33)

Так как

К,Лв1/-(. - 1))' = aVlfceV- (l - I + £) > aVth (l + I) (l - I + -L)
= <V,h (l + ^з) > (*2^,Л)' = £У)Л Vx > 0,

приО < x ^ 1 aVthe1/x{x - 1) < xcr fcj lim crv<he1/x(x - 1) - хст h
= oo,

^'
X—foo

^'

то уравнение (33) имеет единственный положительный корень хо = In ко, причем

к0 > е.
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Замечание. Использование в качестве функции In g(r) функций вида

h(r)
\nh~1(kh(r)) - In г, rr-r- и других функций, которые выражаются

h(kr) — h(r)
формулами, не содержащими Л'(г), позволяет для ряда конкретных классов h(r)

упростить нахождение оценок сверху для величины lim , не прибегая
г-юо rh'{r)

к решению, в частности приближенному (см. [8]), дифференциальных уравнений.

Теорема 6. Если ln/i-1(r) правильно меняющаяся функция порядка р,

\nh~l(kr)
1 < о < оо, т.е. для любого к > 0 lim -—-—г^-т-

= кх1р, то для любых
r-юо ln/i~1(r)

функций (р(и) е S#o, Hr) € #о

—— //(r)lnr /0^ч

<V,/i = оо <=> hm .
= оо; (34)^'

r-юо h(r)

Р-1
—- //(r)lnr { Р \

<7<p,hP ^ 11П1 ^ О^.ЛР
-

^'
r->oo h(r)

^'

\р-1/
если а^ ф оо и а^Л

= 0;

/ г— A*(r)lnr kQG^ih-a h . ka^^-a h

*'nfJ^r^oo h{r)
^

k/P-l K*<oo fcVP-l

если 0 < a^ h < a^7h < oo,

(35)

(36)

где fco - единственный корень уравнения (p — l)fc — pk^p l^p H—^— = 0 на

a<P,h

( p V
интервале (l;oo), причем 1 < ko < I 1 .

\P~ 1/

Доказательство. Рассмотрим случаи (35) и (36). Случай (34) доказывается
аналогично.

Ввиду (24), (14) и определения правильно меняющейся функции для любого

А: > 1 верно неравенство

*<v,* - г*,* ^ r!™o щ
= E-M(r)1nr(^-1)r-юо /l(r)

Исследовав на экстремум на интервале (1; оо) функцию ^(А:) = ——^—~"^' ,

получим искомые оценки сверху.
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С другой стороны, для любого к > 1 имеем

N(r) Njh-^h^/k)) hjh-'jh^/k)) »(r)(lnr-lnh-Hh(r)/k))
h(r)

^

Н(Н-ЦН(г)/к)) h(r) h(r)
' y '

Переходя к пределу в (38), находим неравенство

(1 - (l/k))ffVih ^ ^ щ
. (39)

Так как lim .
= р, то из (39) получаем искомую оценку снизу.

Замечание. Для частного случая h(r) = (\пг)р, 1 < р < оо, утверждение

(34) и неравенство (35) при Vo^ h доказаны в [8].

Теорема 7. Пусть h(r) дважды дифференцируема, h(er) строго выпукла
In г

на [О, +оо), lim —— = 0. Тогда для любых функций ц>(и) € SHo, h(r) € Яо
r-foo /l(r)

3no(tp0h) € N такое, что для любого п ^ пъ(ц>,К) Згп - единственный

корень уравнения

£»->** =1пг
Цг)

п rh'(r)
'

При ЭШ0Л4

,ч г— nlnrn - ££=11пЛ*
*'

п-юо /l(rn)
если, кроме того, а^^ < оо, то

2) <Ь,н = Ьт т-f^ .

Доказательство. Так как lim —т = 0, то по теореме 2
r-юо П(Г)

°«* = Лтоо "ФГ
= г^Йо /о "Г Л/Л(Г)

r-юо h(r)

Ввиду равенства lim —— = 0 и теоремы 2 будем далее, не теряя в общности,
г-юо h(r)

считать, что /х(1) = 0, и, следовательно, Ах > 1.

Рассмотрим функцию

ф{г) =
n(r)lnr-niri)lnAfc

h(r)
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И функции

h{r)

на промежутке [1; оо). Отметим, что функция ф(г) непрерывна, а функции фп{г)
дважды дифференцируемы на [1; оо).

Таккак^п(1) < 0, фп{т) > 0 при г > An, lim фп(г) = 0, тоЗгп, 1 < гп < оо,
г—юо

такое, что max грп(г) = фп(гп)- Число гп является корнем уравнения
1^г<оо

фп(г) = 0, т.е. уравнения

£g-ib*»=lnr_ W (41)
п rh'(r)

Таккак/1(ег) строго выпукла, a h(г) дважды дифференцируема, то (r(/i'(r))' > 0.

Следовательно,

fin г
Н{Г) У=МГ)(ГУ(Г)У

V гЛ'ИУ W))2

Функция In г возрастающая. Поэтому корень уравнения (41) единствен-

r/i'(r)
ный, т.е. равен гп.

Отметим, что ^п(0 = Ф(г) на отрезке [Лп; An+i]. Таким образом,

max ф(г) ^ max фп(г) = 1р(гп).

Отсюда получаем оценку

a^h ^ hm *
. (42)

Так как ^п(^) имеет только одну точку максимума, то на промежутках [1; гп] и

[гп;оо) функция^(г)монотонна. Поэтому min ф(г) = min{^(An);^(An+i)}.

Отсюда при условии а^^ < оо по теореме 1 и равенству для а^^, аналогичному
равенству (40), получаем утверждение 2) теоремы.

71=00 / z \
Рассмотрим целую функцию f(r)= П ( 1 ~~

т~" ) • По теореме 2 и равенству
п=1 V Ап/

(40) из равенства п^
= п/^ следует равенство о^^ = (Т/^. Оценим М(/, г)

снизу. Имеем

fc=l
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т.е.

lnM(/,r) ^nlnr- ]TlnAfc Vr>0, VnGN. (43)

V*4*1 In Л
Так как lim An = oo, то lim —^=^ = oo. Отсюда, из свойства (2)

n—ЮО n—юо 71

функции Л(г) и из (41) следует, что lim гп = оо.

п—Юо

Из последнего равенства и из (43) получаем

'
n-юо п(гп) n-юо h(rn)

Из (42) и (44) следует утверждение 1) теоремы.

Пример. ЕслиЛ(г) = (1пг)р, 1 < р < оо, то

or hP
р-1 = £

hp ^п
, ,

. (45)

Так как в формуле (45) показатель степени, в которую возводится п, равный
р

стремится к 1 при р —у оо, представляет интерес приводимая ниже теорема.

Теорема 8. Для любой функции ip(u) £ SHo такой, что lim р(г) = оо,
г—>оо

верно равенство
п\пп

hm =——г- = 0.
n->°° Lfc=ilnAfc

Доказательство. Рассмотрим f(z) € Ро такую, что п/(г) = п<р(г), с

множеством нулей {Ап}, 0 < An ^ An+i, п € N. Так как порядок f(z) равен нулю,
оо l

то для любого /3 > 0 ряд ]Г —-=■ сходится [10; с. 280]. По неравенству Карлемана
n=l An

00
/

п 1 \!/п
[11; с. 300] сходится также ряд ]Г ( Ц —-=-) для любого 0 > 0. Покажем, что

n=i4=i AjV
последовательность членов последнего ряда невозрастающая.

,k=n .l/n //*="+! л \1/(п+1) / //*=n \V"V

(ил) /(Д*) -ы(и^))
да ^1 V/J>0. (46)

п

Из (46) и сходимости ряда следует [10; с. 2791, что lim ^-7—
= 0.

П^°(Ш=1А*)/3/П
Отсюда ввиду того, что /3 можно взять сколь угодно малым, получаем

утверждение теоремы.
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Следствие. Если f(z) € Ро, А/ = {£п} -

нулевое множество f(z), |Ci| > О,

(п
\ 1/п

П С*)
где в качестве £п выбирается один из возможных корней, также является

целой функцией нулевого порядка.

Замечание. Пусть f(z) - целая функция нулевого порядка, z € С, Ci, С2>• • •

>

Сп?••• -

нули f(z), каждый нуль выписывается столько раз в последовательности

Сп, какова его кратность, |£i| > 0, |Cn| = An, An ^ An+1 для любого п 6 N, п(г) -

число нулей в кольце {z : 0 < \z\ ^ г}, u = (Rez,lmz), <^(tt) = In |/(г)|. Тогда в

указанных обозначениях теоремы 1-8 верны для любой целой функции нулевого
порядка.

Подчеркнем, что теорема 7 позволяет вычислять tf/,^, а при afth < 00 и o_f h,

через нули /(z) € Ро > а не только через коэффициенты разложения в ряд Тейлора,
как это делается в случае целых функций конечного положительного порядка.

§ 2. "Расщепление" целых функций нулевого порядка

Приведем две теоремы о "расщеплении" целых функций нулевого порядка.

Теорема 9. Пусть f(z) -

целая трансцендентная функция нулевого

порядка, /(0) = 1, rif(r) - число нулей f(z) в круге {z : \z\ ^ г}, 0 < aj^ < 00,

Gfh
= а + 6, 0^а< оf,h- Тогда найдутся трансцендентные целые функции

нулевого порядка d(z) и g(z) такие, что f(z) = d(z)g(z), a^h = о,, ag^
= b;

( Г h(t)~\ ^№\
при а > 0, пд(г) = min< nt(r), min -— > при а = 0,nd{r) =

0
/ \

-nf(r)

множество

ng(r) =nf(r) -nd(r).

Доказательство. Целая трансцендентная функция f(z) рода нуль при
условии /(0) = 1 полностью определяется своими нулями ввиду представления

/(*) = П ( 1 - 4- ], |Cn+i| ^ |Сп| Для любого п е N, где Л = {Сп}
п=1 V Сп/

нулей функции.
Разобьем Л на два подмножества и тем самым определим целые функции d(z) и

g(z),d(0) = g(0) = 1. Разбиение проведем так, чтобып^(г) и п9 (г) удовлетворяли
условию теоремы.

Очевидно, что f(z) = d(z)g(z). Для любой целой трансцендентной функции

f(z) (см. [7; с. 2]) имеет место равенство

hm —-—- = 00. (47)
r-*oo In Г

Из (47), неравенства 0 < (7/^ < оо и представления

— M(f,r) — M(f,r) In г
hm = hm — т-г-
r->oo n(r) r-»oo lnr h(r)
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следует, что

lim -гт-г = 0. (48
r-Юо Л(г)

Рассмотрим случай а > 0. Имеем

J-Nf(r) * Nd(r) > /Г (°/gMWW - *
dt > -2-ЛГ/(г) - In JL . (49)

Из (48), (49) и теоремы 2 следует, что a^h
— а- Аналогично показывается, что

и (т^ь = Ь.

//i(r)\1/2
Рассмотрим случай а = 0. Из формулы для па(г) получаем га</(г) ^ ( )

\ lnr /
Отсюда и из (48) находим оценку

Nd(r) nd(r)lnr f\nr\1/2

из которой (с учетом теоремы 2) следует, что а^ = 0.

Используя неравенство

Nj(r) ^ Ng(r) = ЛГ/(г) - Nd(r) ^ ЛГ/(г) - o(ft(r)) при г -► оо

и теорему 2, находим, что a9th = af,h-

Следующая теорема показывает, что "расщепление" a/th = <Jdyh + <*д,н можно

провести, указав номера нулей f(z), которые являются нулями соответственно

функций d(z) и g(z), и тем самым, полностью определить эти функции.

Теорема 10. Пусть выполнены условия предыдущей теоремы. Через

0, aia,2 ... am ... обозначим запись числа в двоичной системе счисления.

&f,h оо

Разобьем А на непересекающиеся подмножества: Л = (J Лт, где
т=1

Лт = {£п € А : п = 2тк - 2т"х, А; € N}. Для каждого т € N построим

функцию fm(z) такую, что Лт является ее нулевым множеством и

Ут(0) = 1. Определим функции: fm(z) = /т(г), если ат = 1; /m(z) = 1, если

оо ^ оо / z \
ат = 0. Положим d(z) = П fm(z), если а > 0; с?(г) = П (1 ~

7~~ )' г^е
т=1 т=1 \ sm/

£т = Cn, п = 2т - 2т-х, если а = 0; $(*) = ^. Тогда ad)/l = а, а^
= 6.

Доказательство теоремы сходно с доказательством предыдущей теоремы.
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§ 3. Замкнутые подмодули в модулях

целых функции нулевого порядка

Пусть f(z) € Ро и является трансцендентной. Известно, что ее можно

представить в виде
71=00

/ 7\
№ = Czm П X-f Ь

п=1 Ч **п'

Се C\{0},m е Z+, |Сп| ^ |Cn+i| Для любого п € N.

Через f(z) обозначим функцию

п=Л AnJ

где Ап = \Сп\.
Рассмотрим произвольную возрастающую бесконечную

подпоследовательность натуральных чисел К = {n^^Li и введем функцию

Ik(z) = Czs П (1 - -М , 0 ^ 5 ^ т.

Лемма 1. Пусть а/^ < оо. Тогда выполняются неравенства

1) In М(/*,гК In M(/*,rK In М(/>) Vr^l,

2) lnM(/Y) ^ a/j/l/i(r)(l + о(1)) при г -► оо.

Рассмотрим алгебру А всех целых функций нулевого порядка типа <7/,/i,
О ^ <7/,/i < оо, т.е.

А = {f(z) : |/(z)| ^ е^М+ОММ) Ve > 0 при |*| > г0(е) > 0}.

В этой алгебре введем топологию индуктивного предела нормированных

пространств

An = {/(*): 11/11» = sup -У^}.
Можно показать, что пространство А является пространством типа LN*

(см. [12]), в котором последовательность функций fk(z) Е А сходится к /(г) тогда

и только тогда, когда Зпо такое, что fk(z) € ЛПо для любого к = 0,1,... и

последовательность {Д (z)} сходится к /(z) в Лпо.
Во многих вопросах важно описать (см. [5]) всеЗамкнутые идеалы в алгебре А.

В данной работе мы рассмотрим более общую задачу, а именно, рассмотрим

множество Аао, которое определяется следующим образом:

Ато = {№ € А : \f(z)\ < Cfe*f*h<r\ af,h < <т0},

где Cf = C(f) > 0.
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1)

Очевидно, что множество Аао с топологией индуцированной из А является

замкнутым модулем над кольцом многочленов. В данной статье мы опишем все

замкнутые подмодули в рассматриваемом замкнутом модуле Аао.
Пусть I - замкнутый подмодуль в Аао. Если f(z) € J, то через А* = {(О, щ),

(Ci > ni )> • • •»(С/? я{)> • • ■ } обозначим последовательность нулей функции f(z)
с соответствующей кратностью. Через Л7 = р) Л^ = {(0,no), (Ci>ni)>- • •

>

/€/

(Ci> ^г ),•••} - обозначим нулевое множество подмодуля /. Это означает, что если

для любой функции f(z) € /, Vp, 0 ^ р ^ п»*
— 1,

г = 1,2,..., причем 3/*(z) £ J такая, что /*^п**^(Сг*) Ф О- Отметим, что если

С#С1,« = 1,2,...,тоЗ/с(г)€/такая>что/с(С)#0.

Теорема 11. Замкнутый подмодуль I однозначно определяется своим

нулевым множеством w, более того, является главным.

Далее используем следующую лемму, которая доказывается аналогично

соответствующим результатам в [13].

Лемма 2. Пусть f(z) € /, (С/>™{) € ЛЛ Если (Of >nj) ^ Л7, то

выполняется одно из следующих двух условий:

—Щ—г е I, если С/ # Ci, t = 1,2,...;

2) j Е J, если Ц = Сг* ^я некоторого £г* € Л7.

(»-ф(я/-п")
Доказательство теоремы. Пусть/(г) Е /. Рассмотрим множество Ак =

Л^ \ Л7, которое определяется следующим образом:

если (с/,п/) € Л7, то (C/,nJ) £ Л*;
если (C/j^j) ^ Л7, но существует пара (Сь^г) € Л7 такая, что Сг = С/>
Пг < и/, то (C/i я/ - Пг) € Л*;
если ((j ,п*) £ Л7 и не существует пары (Ci, ^г) € Л7 такой, что Ct; = С/,
то«/,п/)€Л*

Обозначим Л* = {(C/t,nifc)}, 0„ = 0. К/j < KJl+1l V* € N; Д*(*) =

2n'o П ( 1 r ) • Используя лемму 2, можно построить последовательность
г=Л С/,-У

функций #*(>г) = р
, € /. По лемме 1 3 £ > 0, С/ е > 0 такие, что выполняется

неравенство \9k{z)\ ^ \gi(z)\ ^ \f(z)\ ^ С/,ее<*о-ОМ1*1) V* € N, V*, \z\ > 1.

Следовательно, последовательность функций <7fc(2) по теореме Монтеля сходится

к некоторой функции g(z) Е Лао, и в силу того, что I - замкнутый подмодуль,

g(z) € I.
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Таким образом, найдется функция g(z) Е / такая, что Л^ = А1. Докажем,
что g(r) порождает /. Пусть f(z) Е /. Рассмотрим множество пар AL =

Л' \ Л* = {(С/,пл)}, Cjo = 0, |ф ^ К/+11 Для любого I G N, и функции

Qj(z) = zn>o Y[ 1 г- ) , / € N. По лемме 1 3r/>0, С/т?>0 такие, что
i=iV c/v

_

вьшолняетсянеравенство \Qi(z)g(z)\ ^ \Qi(z)g(z)\ ^ \f(z)\ ^ С/.^е^о
~ ^МИ)

V/ € N, Vz, |z| ^ 1. Отсюда последовательность функций Qj(z)(j(z) сходится

к /(г) с точностью до константы.
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Обобщение основной теоремы
в теории сферических функций

СМ. Никольский

Рассматривается краевая задача первого рода для самосопряженного

дифференциального оператора с постоянными коэффициентами на области в Rn,
ограниченной произвольным эллипсоидом, с граничными условиями,
определяемыми произвольным многочленом степени N. Доказано, что решение этой

задачи также является многочленом степени ^ N.

Библиография: 3 названия.

Фундаментальная теорема в теории сферических функций гласит: сферическая
функция ЛГ-й степени, т.е. след на единичной сфере многочлена iV-й степени, есть

также след на сфере гармонического многочлена той же степени.

Мы обобщаем эту теорему, т.е. вместо оператора Лапласа рассматриваем

определенный в евклидовом пространстве Шп Э х = {х\,..., хп) самосопряженный
эллиптический оператор порядка 21 (I = 1,2,...)

Lu= £ аа/3и^\ (1)
М,|0|=*

аар = О0а, а= (аь...,ап), \а\ =^а;, £/(а) =
а1 ап ,

/ = 1,2,...,
г=1

с постоянными коэффициентами; вместо сферы - эллипсоид а С Кп. На

ограниченной области П С Кп с границей а (д(1 = а) для любого многочлена

P = PN(x)= £ с**"'
\<*KN
п

а = (ai,...,an), \а\ = ^ai, ха = х°1 •••<",
г=1

степени N рассматривается краевая задача первого рода

дтрдши

где v - внешняя нормаль к а.

Мы доказываем теорему.

диг
, m

= 0,l,...,Z-l, (2)

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проекты №№ 96-01-00212 99-01-01210) и программы "Ведущие научные
школы" (проекте 96-15-96102).
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Теорема 1. Для любого многочлена Р = P/v степени N решением

(очевидно единственным) краевой задачи (2) является многочлен степени N.

Доказательство этого утверждения для сферических функций в 3-мерном
случае дано в учебнике С. Л. Соболева [1], а n-мерном

- в монографии Стейна и

Вейса [2]. Методы, которые там применялись, неприемлемы в нашем случае.

Мы применяем вариационный метод. Отличие от классических рассуждений
в нашем случае заключается в том, что данная, определяющая граничные

условия, функция есть многочлен Р = Р/у степени N и ищется решение вариационной
задачи тоже среди многочленов N-й степени, имеющих граничные свойства те же,

что и у Р.

В классическом случае в качестве вариаций берутся бесконечно

дифференцируемые финитные в Q функции. Из них можно строить шапочки, что дает

возможность доказать, что найденная минимизирующая вариационную задачу функция
удовлетворяет уравнению LU = 0.

В данном случае вариациями служат многочлены с нулевыми граничными

условиями. Из них шапочки строить нельзя. Все же, пользуясь ими, можно прийти
к цели при помощи алгебраических рассуждений.

Дифференциальный оператор (1) связан с билинейной формой

HZaiVp) = 22 а«^^а^, О>а0 = «/За, (3)
N,|/3|=z

и с положительно определенной квадратичной формой

М,|0|=1 |ог|=1

где к > 0 не зависит от переменных £Q.
Форма (3) определяет интегральную форму

ЕШ)= ! J2 асЧЗ<Р{а)Ф{0) dx,
Jfl\a\,\0\=l

а с ней квадратичную интегральную форму

Е(<р) = Е(<р,ц>),

где <р
= ifN, Ф — ^n ~ многочлены степени N.

Известно, что выражение

1Ш1^(П) = 11/11ь2(П)+^(/)1/2

можно рассматривать как норму функции / в пространстве И^(^) (см. [3], а = 0).
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Мы определили билинейную форму (3).
Но нам придется рассматривать еще и другую билинейную форму

#(£а,^/з) = 2^ bap£Qrip, bQp = bpa,
|а|,|/3|=1

на этот раз второго порядка, определяемую также как форма Ь(£а, т/^), но при

/ = 1. Ей соответствует многочлен степени 2

щх) = ж*,*) = J2 *°0*a+fi ^iE х2а = *iM2> (5)
|а|,|0| = 1 |а|=1

где х\ > 0 не зависит от я, и поверхность а С Rn:

Н(х) = 1.

Поверхность а есть эллипсоид в Жп. Ограниченную область в Rn с границей а
обозначим через ft (dQ = а). Она состоит из точек я, для которых

О ^ Н(х) < 1, х е ft. (6)

Зададим произвольный многочлен Р = Pn степени N и обозначим через

Шр множество многочленов <р
= фм степени N с граничными условиями

^>(а) | = р(<*)1 , |а| ^ / - 1, Ш*Р
- множество многочленов у>

— <ppj с граничными

условиями

дтР\
= -^т-\ ' m = 0,l,...,J-l.

Соответственно при Р — О определяются классы ЯКо, ЯЯо и еще класс Ш'0
многочленов у?

=
фн вида

(р(х) = [Я(х)-1]/д^2г(а:),

где Qn-21 ~

произвольные многочлены степени N - 21.

Очевидно,

Ш'0 С Ш0 С OTS-

На самом деле эти три класса совпадают, т.е. Ш'0 = Шо = Ш^, но для

доказательства теоремы нам этот факт не понадобится.

Переходим к доказательству теоремы.

Зададим многочлен Р = Рм степени N, он определяет множество Шр.

Пользуясь вариационным методом, доказываем существование и

единственность многочлена U = Un € Шр, для которого

min E(<p) = E(U), иеШр. (7)
ip£VRp

dmip
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Рассуждения здесь ведутся аналогично тому, как это делается в классическом

случае (см. [3], где нужно положить а = 0).
Таким образом, для найденного многочлена U € 9Лр

E(U + v)^E(U) VvGOTo. (8)

Поэтому функция от действительного Л

E(U + Aw) = E(U) + 2\E(U,v) + X2F(v) > 0

достигает своего минимума при А = 0, а это влечет равенство

E(U,v)=Q VwGOTo, UeWlp. (9)

Но и обратно, из (9) следует (8).
Мы получили, что неравенство (8) эквивалентно (9).
Но тогда свойства (7) и (9) эквивалентны:

(7) <=» (9).

При этом свойство (9) формулируется так: существует и притом единственный

многочлен U = Un € 9Яр степени N, для которого имеет место (9).
Но многочлены v € ЯЯо на <т удовлетворяют граничным условиям г/а) | = 0,

|а| ^ / — 1. Это дает возможность в интеграле E(U, v) перебросить знаки

производных с v на U и получить равенство

E(U,v)= [ (LU)vdx VwGOHo, U еШР.
Jn

Мы получили, что существует и при том единственный многочлен U = Un €

ЯЯр, для которого

f{LU)vdx = 0 Vw€OT0. (10)
Jn

Так как в (10) знаки производных в пределах порядков а с \а\ ^ Z - 1 можно

перебросить обратно, то это доказывает, что свойства (9) и (10) эквивалентны:

(9) «=► (10).

Но ОТо Э OTq, поэтому из (10) следует

(LI/)0N-2i(x)[l - Н(х)]1 dx = 0 (11)
Уп

для любых многочленов Qn-2i(x) степени N - 21. Но L(I/) есть тоже многочлен

степени N — 21, а, множитель [1 — Н(х)]1 > 0, х € П (см. (6)). Поэтому
равенство (11) можно трактовать следующим образом: многочлен LU степени N — 21
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ортогонален на ft ко всем многочленам Qn-21 той же степени, понимая

ортогональность с весом [1 — Н(х)]1. Но тогда этот многочлен равен нулю

z,£/ = o, иетР. (12)

Так как U £ 9Нр, то этот многочлен единственный, т.е. это тот многочлен U € 9Нр,

который был найден вариационным методом.

Мы таким образом доказали, что найденный вариационным методом многочлен

U — Un € Шр удовлетворяет условию (12). Он единственный, потому что

хорошо известно, что задача (12) имеет единственное 2/-раз непрерывно
дифференцируемое решение. Этим доказана

Теорема 2. Для любого многочлена Р = P/v степени N краевая задача на

области ft (9ft = а)

имеет своим (единственным) решением тоже многочлен степени N.

Такие же рассуждения можно провести для класса Ш*Р и доказать этим

теорему 1.

На соответствующих этапах этих рассуждений получим функцию U = Un €

9Лр, минимизирующую вариационную задачу. Для нее верно свойство

E(u,v) = o Vveans,

и так как 9Rq D 9Ло Э ffl'Q, то верно это свойство Vv £ 9Ло> т.е. мы пришли к

справедливости сформулированной в начале теоремы 1.

В заключение без доказательства заметим, что для любой алгебраической

поверхности степени 2s > 2 вида

Н(х) = 1,

Н(Х) = £ Ьа0Ха^ >*Y, Я2"' Ь»Р = Ь0а,
ЫЛ0\=з W=a

где Н(х) - 1 - неприводимый многочлен, теоремы 1 и 2 для произвольных

многочленов Р = Ppt степени N уже неверны.
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Об ЛГ-членных приближениях
по системе Хаара в Н5-нормах

П. Освальд

В [9] мы численно установили, что пространства, порожденные линейными

комбинациями некоторых двумерных функций Хаара, приводят к неожиданно

хорошим порядкам аппроксимации для решений уравнения потенциала простого
слоя на квадрате. Этот эффект связан со свойствами метода аппроксимации по

гиперболическим крестам с одной стороны, и наличием сильной сингулярности

у решений таких краевых интегральных уравнений с другой. В этой заметке

мы установим несколько результатов для приближений по гиперболическим
крестам и для наилучших iV-членных приближений линейными комбинациями

функций Хаара в #а-нормах (—1 < s < 1/2), что дает теоретическое

обоснование наших численных исследований. Насколько нам известно, случай
отрицательной гладкости s < О не рассматривался ранее.

Библиография: 22 названия.

§1. Введение

Напомним определение функций Хаара. Обозначим через @j систему двоичных

интервалов Д = [(г - l)2"^',i2"J), г = 1,...,2', длины |Д| = 2~*', j ^ 0, из

/ = [0,1]. Характеристическую функцию интервала Д обозначим ха- Каждый

интервал Д Е @j разбивается единственным образом на левый (Д+) и правый
(Д-) полуинтервалы из @j+i. Обозначим через

фА = |Д|"1/2хд, Фа = |ДГ1/2(хд+ - Хд-), А € (J 93,

одномерный Ьг-нормированный индикатор и функцию Хаара для интервала Д
соответственно. Для удобства обозначений определим @_i = {[0,2]} и ^[о,2] = Ф1-
Положим

Ф, = {фА:А£ Э^х}, Ф, = {фА : Д е 9,}, j > 0.

Одномерная система Хаара

j>0
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является полной ортонормированной системой в Li (I) (сокращенно ПОНС). Ее
з

конечные подсистемы Фj
= U Ф^ образуют ортонормированные базисы в про-

{=0

странствах Vj = span Фj кусочно-постоянных на 9^, j^ О, функций.
Чтобы определить одномерные системы Хаара, примем следующие

обозначения: для функций одной переменной ф\, гр2 обозначим через ф = ф\ ® ip2 функцию
двух переменных, заданную равенством ф(х) = ф\{х\)ф2{х2),х = (яь^г)-
Аналогично для множеств Ф, Ф одномерных функций, обозначим Ф <8> Ф = {ф <8> ф :

ф £ Ф, ф Е Ф}. Определим

Ф,(/2) = |

*а2) = U <м/2)>
i=o

Фо «) Фо, i = О,

(Ф, ® Ф^-i) U (Ф^_1 ® Ф,-) U (Ф, ® Ф,), j ^ 1,

(1)

Ф*(/2) = (J Ф,ь,2, Фл|Л = Фл®ФЛ, ji,J2^0. (2)
ii,J2=o

Обе системы образуют ПОНС в L,2(I2). В то время, как Ф*(/2) образована в

результате стандартной конструкции тензорного произведения, Ф(/2) с точки

зрения приложений более популярна, так как носители составляющих ее функций
суть двоичные квадраты и лучше локализованы. Грубо говоря, система Ф(/2)
соответствует изотропному измельчению, в то время, как Ф* (I2) обнаруживает
анизотропное поведение.

В этой работе мы изучим нелинейные приближения в пространствах Соболева

Н3(12), —1 < 5 < 1/2, по системе Ф*(/2). В частности, мы рассмотрим

порядки наилучших N-членных приближений относительно Ф*(/2), т.е. оценки для

величин

*ЫЛ* = inf е*(/)в, ЛГ-юо
ФС**('2):#*^

(е*(/)а= inf Jf-g\\H9)
при различных ограничениях на /. Иногда мы будем сравнивать поведение e*N (f)s
с аналогично определенными наилучшими N-членными приближениями елг(/Ь
относительно системы Ф (I2). Так как рассматриваемые системы Хаараявляются
ПОНС в Z>2(/2) (и базисами Риссав Н3{12) для -1/2 < s < 1/2, см. ниже), этот

вопрос мог быпоказаться скорее тривиальным, поэтому нам видится необходимым

привести некоторую мотивировку.
В первую очередь, эта проблематика возникла из нашего исследования [9]

метода Галеркина для уравнения потенциала простого слоя

''■Ui^b*-* (4)
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на I2, которое может быть применено в электростатике. В вариационной

постановке (4) приводит к симметричной положительноопределенной вариационной
задаче в Н~1/2(12). Из-за особенностей методов дискретизации краевых

интегральных уравнений этого типа (плотных матриц дискретизации), повышенный

интерес вызывают пространства дискретизаций малой размерности с хорошими

Я_1/2-а1шроксимационными свойствами для слабых решений (4). Недавно были

проведены широкие исследования, посвященные адаптивным всплесковым

методам, см. обзор в [2]. Теоретически, эти методы связаны с наилучшими ЛГ-член-

ными приближениями по системам, таким как Ф(/2), см. [2], [3].
Альтернативный, так называемый hp-метод граничных элементов, основанный на

применении кусочно-полиномиальных функций с измельчаемым разбиением и изменяемой
степенью полиномов, был опробован в [16], и дал экспоненциальную скорость

сходимости для достаточно гладких д.

В [9] нами были исследованы возможности пространств по

гиперболическим крестам, т.е. мы рассмотрели выбор Ф}(/2) = (J *n,j2 в мет°Де

Галеркина для (4). В связи с методами конечных и граничных элементов, этот

метод аппроксимации был назван методом редкой решетки [22]. Оценки

погрешности связаны с наилучшими приближениями е^,* //2)(/)_i/2, см. [9]. При
определенных дополнительных условиях на смешанные производные (см. [17] для
соответствующей теории в периодическом случае), эти оценки, выраженные в

зависимости от размерности пространства приближающих функций, показывают

преимущество метода редкой решетки над стандартными аппроксимационными

схемами, которые обычно используют существенно более массивные множества
J

4?j{I2) — (J Vj{I2) или &j(I2) = Фу <8> Фу. К сожалению, решения (4) не

удовлетворяют этим условиям регулярности. Например, если д(х) = 1 в (4)
(задача емкости), тогда решение / принадлежит Н~£(12) для любого е > О, но

не принадлежит L,2(I2). Это происходит из-за сингулярного поведения / вблизи

вершин и сторон I2 (см. § 3). В нашем численном эксперименте в [9], нами
обнаружено неожиданно хорошая скорость сходимости, когда мы пытались

компенсировать сингулярное поведение построением адаптированных пространств редких
решеток

У* = span*, ФсФ*(/2), #Ф^ЛГ, (5)

выбирая определенным способом функции ф € Ф*(/2), с носителем вдоль

сторон и вблизи вершин. Все эти соображения послужили сильной мотивировкой

для исследования асимптотического поведения наилучших ЛГ-членных

приближений (3), N —> оо, в особенности для s — —1/2 и типичных решений (4).
С другой стороны, вопросы эффективной характеризации для наилучших

iV-членных приближений относительно систем полученных тензорным

произведением таких, как Ф}(/2), являются, в основном, открытыми (напротив, связь

между асимптотическим поведением величин е^(/)5 (и их обобщений для Ьр)
и гладкостью / хорошо изучены [3]). Лишь немногие статьи касались схожих
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вопросов [5], [8], [18]. Таким образом, мы полагаем, что изучение некоторых

специальных случаев будет способствовать лучшему пониманию этой проблемы.

В частности, случай s < 0 обнаруживает некоторый новый интересный эффект.

Данная статья организована следующим образом. В §2 собраны некоторые

вспомогательные результаты. Так как этот материал в основном известен и

освещен в [9], [13] (или может быть относительно легко получен из других источников

процитированных ниже), доказательства здесь сведены до минимума. Мы дадим

краткий обзор результатов об #3-приближениях (s < 0) в периодическом

случае, чтобы привлечь внимание читателя к некоторым различиям в случае s ^ 0,

рассмотренном в [17]. Затем устанавливается точная связь между

коэффициентами Фурье-Хаара и Н3-нормами функций. Там же будут даны используемые нами

определения пространств Соболева Н3(12)и #^ix {I2) (с доминирующей
смешанной £-й производной). В конце мы приведем некоторые результаты о регулярности

для (4).
Параграф 3 содержит основные результаты, посвященные верхним оценкам

величин (3), -1 < s < 1/2, для / € Н^1Х(12) или если / £ L\(I2) и обладает

определенными условиями на производные (позволяющие некоторую

сингулярность вблизи д12). Некоторые из этих результатов точны. Для решения (4) с

гладкой правой частью g из этих результатов следует оценка

еЫП-1/2 ^ CfN-*'A, N^oo, (б)

что дает лучший порядок аппроксимации, чем ем (/) _i/2- Численная проверка и

приложения не будут освещены здесь.

В работе мы придерживаемся следующих обозначений: А х В обозначает

двустороннее неравенство между выражениями А и В, т.е. с • В ^ А ^ С • В,
где С, с > 0 -

константы, значения которых могут быть в разных местах

разными. Зависимость этих констант от параметров не будет отмечаться каждый раз
и будет очевидна из контекста. #^ обозначает число различных элементов

конечного множества si. Для нормированных пространств X, У, запись X £ Y

означает, что пространства идентичны как множества и их нормы эквивалентны:

II * ||х х II * Ну- Большинство исследованных ниже пространств являются

гильбертовыми пространствами, которые мы определим, задавая только

соответствующую норму (предполагая, что читатель может восстановить ассоциированное

скалярное произведение).

§ 2. Определения и вспомогательные результаты

2.1. Периодический случаи. Этот параграф включен только для того,

чтобы лучше сориентировать читателя в последующем изложении и привлечь

внимание к некоторым различиям между Н3-аппроксимацией С5 < 0ns ^ 0.

Для простоты, определим периодические соболевские пространства

непосредственно через формальные ряды Фурье (периодические распределения) следующим
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образом. Для —оо < s < оо положим

H3(Td) = lf{9) ~ £ c«e~iae : ||/||я- = ( £ U + Н)2*1С«|2) < °°}>
[

^ix(Td) = \m ~ £ c„e--e
x€Z<*

\*€Zd
Далее мы считаем rf ^ 1 фиксированным (в некоторых случаях мы ограничимся

случаем d = 2). Очевидно, для s ^ 0 определенные выше пространства

включены в L2(Td)1 и #~s(Td) S Н3(TdY по определению двойственного пространства.
В частности, коэффициенты Фурье / € H~3(Q) могут быть получены как

значение ассоциированного функционала / € Н3 (TdY вычисленного от е~гав € Н3 (Td).
Для H^ix(Td) возможна аналогичная интерпретация. Так, будучи связанными с

Z/2-интегрируемостью, пространства Соболева в сущности сводятся к

пространствам последовательностей коэффициентов Фурье (случай Lp, р ф 2, существенно
более сложен, см. [17]).

Определим пространства по гиперболическим крестам V*(Td) = V^*/Td\,
полагая

*;(Td) = {e--*:a€Zd, f[ (1 + \ак\) ^ Л, п > 1.

Аппроксимация по гиперболическим крестам соответствует аппроксимации

кусочно-постоянными функциями по Фj(I2) (если положить d = 2, n = 2J, и
заменить экспоненты функциями Хаара). Заметим, что #Ф* (Td) х n(l + logn)d_1.
Определения для наилучших приближений по гиперболическим крестам

аналогичны тем, что даны во введении, с той лишь разницей, что теперь мы берем
Ф С **(Td) = {e-ia0 : a € Zd}. Следующее утверждение показывает различие

порядков аппроксимаций при s < 0 и s ^ 0.

Предложение 1. Пусть f € ^ix(Td).
a) Наилучшие Н3 -приближения по гиперболическим крестам Ф*(Т^),

п ^ 1, удовлетворяют неравенству

Г п-(ь~3\ О ^ s < t < оо,

e**(jd)(f)s ^ C\\f\\Ht. <
_(t_s/d) ^ Л

, ,
^

.
^

(7)
nV ' mlx L n ^ e'a>, s < 0, s/d < t < оо.

b) Наилучшие N-членное приближения по **(Td) in #5(Td), ЛГ ^ 1,

удовлетворяют неравенству

( N~^-3\ 0<s<t<oo,

eW)s ^ C\\f\\Ht. i Л'-'(1 + logAT)^-1)*, s = 0 < t < oo, (8)
mix I

[ N-(t—/d)f S<Q> s/d<t <oo.
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Оценки (7), (8) точны по порядку для класса #^ix(Td), и не могут быть

распространены на другие значения параметров (s,t).

Случай s = 0 следует из более общих результатов [17; гл. III] (если положить
там р

= q = 2, г = t). Все верхние оценки следуют из неравенства

а^Л*ПЛ=1(1 + К1)2*

где Л* = {а € Zd : e~ia* € Ф}, еели положить Ф = Ф*(Т^) дляа)ив = ОдляЬ),
случай s ф О в Ь) требует некоторой модификации. Мы оставляем доказательство

и построение контрпримеров читателю (некоторые подсказки могут быть найдены
в § 3, где доказываются похожие утверждения для двумерной системы Хаара (2)).

Заметим, что утверждение Ь) позволяет судить о потенциале нелинейных

iV-членных приближений. Более интереснее было бы найти, какие свойства /
могутгарантировать определенныйпорядок АГ-членной аппроксимации, чем знать

порядки наихудшей возможной аппроксимации функции из выбранного а priori
большого класса, такого как Я^11х(Тс'), (см. [3]). Так как Ф*(Т^) образует, после

соответствующей нормировки, ПОНС в любом из гильбертовых пространств
#5(Td), можно найти, следуя Э. Шмидту и СБ. Стечкину, необходимые и

достаточные условия для оценок вида

e*N(f)s^CN-r, N -юо,

в терминах коэффициентов Фурье /, см. [6], [3; sect. 5] (это также альтернативный
путь для доказательства (8)).
Мы сформулировали этот результат, чтобы показать, что #5-аппроксимация

на пространствах функций с ограниченными смешанными производными

проявляет качественно различное поведение при s < 0 и s > 0. А именно, при s < 0 оценки

снова становятся зависимыми от размерности. Избавиться от d-зависимости

было основной целью рассмотрения гиперболических крестов в некоторых

практических приложениях. Простое объяснение, почему
— s должно быть заменено

на —s/d, можно дать, заметив, что вложения

#mix(Td) С H^ix(Td) С Ha(Td), 0 ^ a < t < оо,

не выполнены при s < 0, и могут быть заменены только на

Н^Т*) С H^d(Td) С H°(Td), S/d<*<oo, s<0.
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2.2. Коэффициенты Фурье—Хаара и соболевские нормы. Мы дадим

определение пространств Соболева на Id в удобной для нас форме (для обобщений
на пространства Бесова-Соболева, а также в связи с методами аппроксимаций см.

[1], [11], [12], [19]). Пусть сперва d = 1. Положим H°(I) = L2(I), и

#™(/) = {/ € L2(I) : /<"> € L2(J), \\f\\Hm = (Ц/lli, + ||/(m)||i2)1/2}
для целых m ^ 1. Для оставшихся s > 0 используем вещественную

интерполяцию, чтобы определить

H°(I) = [L2(I),Hm(I))s/m>2, 0<s<m

(использование разных т> s приводит к тому же пространству, с

эквивалентными нормами). Н3 (I) могут быть отождествлены с пространствами Бесова

^s(/)-.B|;^(/) = {/€Z-2 : ||/||В|;- = (||/||i2 + £22isu;m(2-f,/)i2^ < оо},
О < s < т,

гдеи;т(2~*,/)£,2 обозначает ^-модуль непрерывности функции / € ^г(/)
порядка т (детали см. в [4], [19]). Этот факт дает способ описать классы Н3(1) через

их аппроксимационные свойства (см. ниже для случая системы Хаара).
Для случая s < О, используется двойственность. Положим

||/||я.(/)= sup ^ТГ^, /€/*(/), *<0, (9)

и определим Н3(1) как замыкание L2(I) по норме (9). Это определение
эквивалентно H3(I) = H~3(iy, s < О, так как вложение Н~3(1) С L2(I) плотно.

Мы предпочли первое определение, так как это единственный способ работать с

Я3-нормами при s < О, избегая введения обобщенных функций. Все двойственные

пространства ниже следует понимать аналогично.

Пространства Соболева при d > 1 будут определены при помощи тензорного

произведения. Определения тензорного произведения гильбертовых пространств

и операторов, действующих на них, могут быть найдены в [21]. Все результаты,

использованные здесь, элементарны, и могут быть легко выведены из фактов,
данных в [21]. Для простоты ограничимся случаем d = 2. Положим

#£ixS2(/2) = Яа»(/) ® Я^(/), -оо < sus2 < оо,

и определим

Н{1)-{ Я-*(Я)', s < О,
Ят1х(/ ) " Я-х(/ )в (10)
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Для гильбертовых пространств X, Y определим норму на пересечении X П Y, как

Н/ИхпУ = Н/Нх + Н/Ну- ^mix(^2) называется пространством Соболева с

доминирующий смешанной производной порядка s. Нетрудно показать, что

2
12 + I|I>(1'0)/I|2l2 + 11^(0Д)/Н12 + \\D^f\\l2 V/ € Я^х(/2).

Из определения тензорного произведения гильбертовых пространств следует, что

(X ® YY **Х'® У, и, следовательно, Я£1х(/2) й Н^{12)', s < 0.

Нас интересует связь между Соболевскими нормами и коэффициентными
нормами для рядов Фурье-Хаара. В отличие от раздела 2.1, ограничения на

параметры s, t следует ожидать в связи с явлением насыщения для кусочно-постоянной
аппроксимации и ограничением на гладкости ступенчатых функций. Стоит начать

с одномерного случая. Определим пространства AS(I) при s ^ 0, полагая

А'{1) = {/ е Ы1) : ||/|Ц. = 1Ц/1Ц, = ( £ |ДГ2зсд(/)2У
2

< оо}, (11)1ДГ2*сд(/)2]

где c&(f) = (/, Фа)ь2 ~ коэффициенты Фурье-Хаара /, и

/= 2>*w*> э= U ®*

есть ряд Фурье-Хаара (эти определения могут быть записаны для любой

функции / б L\(I), см. [10] для набора основных фактов о системе Хаара). Вложение

А3(1) С L>2(I) непрерывно и плотно при s > 0; при s = 0 эти пространства

совпадают. В случае s < 0 определим Ла(7) как замыкание 1,2(1) в норме ||| • \\\3
введенной в (11). Благодаря базисности Ф в 1,2(1) имеем

111/111-= sup ^^, /GL2(/), (12)
o*veA-°(i) \\\v\\\-s

и, следовательно, A* (J) =* Л~3(/); при s < 0. Однако выражение |||/|||s не
обязательно имеет смысл для любой / € A3(Id), s < 0, так как коэффициенты
Фурье-Хаара могут быть не определены должным образом.

Очевидно, Н°(1) = 1,2(1) = А°(1) при s — 0. Прямые и обратные неравенства

для приближений по системе Хаара в LP(I) были получены Ульяновым [20] и

Голубовым [7] (см. также [4]), и, в сочетании с HS(I) S #2,2 СО > 0 < я < 1,

привели к

II/IU-«SС||/||я« 4feH°(i), о<*<1,

||/||я« ^ С||/||л. V/€A*(/), 0<s<i.
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Пользуясь этими оценками вместе с (9) и (12), легко вывести двойственные оценки
для s < 0:

II/IU. ^С\\/\\н* vfeH'(i), -±<s<o,
\\f\\H'^C\\f\\A* vfeA'(i), -Ks<o.

Действительно, возьмем произвольную / Е L>2(I) и —1/2 < s < 0. Тогда

0 < —s < 1/2, и мы имеем

H/IU. sup jA^^C"1 sup У^± = с-*\\/\\И..
o?veA-*(i) \\v\\a-* o?veH-*(i) \\v\\h-*

Используя полноту пространства L^ (I) в H3(I), легко вывести первое

неравенство для всех/ € Н3(1), —1/2 < s < 0. Доказательство второго неравенства

аналогично. Таким образом, установлено

Предложение 2. Для пространств А3 ассоциированных с одномерной
системой Хаара Ф, выполнены неравенства

II/IU. ^ с||/||я* v/€#*(/), -I<e<i,

||/||я« < СЦ/IU* V/€A'(7), -К.<|.
В частности, HS(I) ^ А3(1) тогда и только тогда, когда —1/2 < s < 1/2.
Тем самым, нормализированная система Хаара

*3 = Ы3А = \А\3фА:Ае (J @Л

образует базис Рисса в Н3(1) тогда и только тогда, когда -1/2 < s < 1/2.

То, что неравенства не выполнены при s ^ 1 в первом случае и при s ^ 1/2
во втором, следует из свойства насыщения для приближений кусочнопостоянны-
ми функциями (например для f(x) = х), и того факта, что функции Хаара ^д,
Д 6 9j, j ) 0, не принадлежат Hlt2{I). Контрпример, для которого первое

неравенство не выполнено при s = —1/2 содержится в [13; раздел 4].
Пользуясь тем, что система Хаара является полным ортогональным базисом

в А3 (I) (по определению), нетрудно выразить нормы пространств

А31>32(12) = А31 (/) <8> А3Ц1), -оо < 5Ь в2 < оо,

как

ll/IU»i.»2 = ( £ |Д'Г251|А"Г2в2сд(/)2) , feA°^°4i2)nL2(i2),
\\€3>*(/2)

'
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где сд(/) = J 2/(х)Фа(х) dx обозначает коэффициент Фурье-Хаара функции /

при^д € Ф*(/2). В дальнейшем мы будем придерживаться следующих

обозначений:

@*(/2) = Q 9h,j2,
ibi2=o

9juj2 = {Д = Д' х Д" : Д' е ©л-i, Д' € @i2_i}, л,J2 ^ О,

и ^д = ^д/ <8> ^д//, для соответствующих функций Хаара. Через

<*(Д) = т1п{|Д'|,|Д"|}
мы обозначим длину наибольшей из сторон прямоугольника Д. Затем, вспомнив

определения пространств Соболева Н3{12), Я^1х(/2) и Я31,52(/2), естественно

определить следующие пространства:

( {/€М/2):||/|Ца = ( £ <*(Д)-2*сд(/)2)1/2<оо}, О О,

(а-°(12)', s<0,

(13)

^ix(/2) = С(/2), <vxS2(/2) = ^(/)®^2(/),
—00 < S,Si,S2 < 00.

Для / € As(/2) П L,2(I2) данное выше выражение для ||/|| л* может быть

использовано при s < 0. Аналогично,

и/Нл'ь'» = ( £ |д'г2*11дт2з2сд(/)2У2,
т,х

Vi^) ' (15)

/ел^2(/2)п£2(/2).

Заметим, что А5(/)2 ~ А^х(/2) П Л^5Х(/2) приО 0 по определению d(A),
Сейчас мы можем сформулировать очевидное следствие предложения 2.

Предложение 3. А3(12)-нормы (13), соответствующие двумерной
системе Хаара Ф*(72), удовлетворяют неравенствам

II/IU' < С||/||я. V/GHS(/2), _1
ll/IUi,^ C\\f\\Ht;_ У/€Я^Х(/2), 22ч

-

о
< S < *' (16)

mix
"

mix

s/i-2\

2^
-1<S<-. (17)

|я^С||/||л. V/G^(/2),
_

i

1нь, <Cll/Н^ь v/<^ix(/2), <s<2

5 частности, H3(I2) = As(/2) w Я^1х(/2) = >lmix(^2) тогда u только тогда,
когда -1/2 < s < 1/2.
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Чтобы увидеть, как предложение 3 следует из предложения 2, необходимо

применить тот факт, что если гильбертовыпространства Xk, Yk удовлетворяют
условиям Xk С Yk (вложения непрерывны), к = 1,2, то Х\ <g> Х2 С Y\ 0 У2 с

непрерывным оператором вложения. Аналогичное утверждение может быть сформу-
лированно для системы Хаара Ф(/2) (см. (1)) и пространств Н3(12) (но не для

Я^х(/2)),см.[13].
В §3 мы воспользуемся первым неравенством в (17) и вторым неравенством

в (16), чтобы свести изучение ^^-приближений функций из пространств Н^[х к

оценкам в соответствующих пространствах As (I2) и A^ix (J2). Нам также
понадобятся некоторые обобщения предложения 3. Во-первых, нам понадобятся оценки

#5-норм специального типа функций / € Li(I2), для которых (17) обобщается

следующим образом. Предположим, что / Е L\(I2) удовлетворяет условию

ШЛИ2 = £ ^(Д)-2зсд(/)2 < 00 (18)
Д€@*(/2)

при некоторых -1 < s < 1/2. При s ^ О имеем / € Ьг(^2) и / Е Л5(/2) с

II/IU3 = III/IIU- Следовательно, если 0 ^ s < 1/2, то согласно (17) получим

/ € Н3{12) и ||/||яа ^ CIII/IIU- Для s < О рассмотрим частные суммы (по
квадратам) ряда Фурье-Хаара /:

Из предположений немедленно следует, что {vj(/)} С 1/2 (J2) образуют
фундаментальную последовательность в Л3(/2), и сходятся к / 6 Л5(/2) с

||/|Ц3 = Ill/Ills- Более того, если -1 < s < 0, то из (17) следует, что / Е Н3(12) с

||/||яз ^ С|||/|||з- Таким образом, при предположении (18), имеем

||/||я-^С|||/|||в> -К*<5, /€Li(/2), (19)

где / = lim vAf) - элемент Н3(12) С Л5(/2). Так как vAf) -» / в Li(Jd), мы

можем отождествить / и /.
Нам также понадобится ослабленное обобщение второго неравенства в (16) при

s = l:

220i+i2) £ |сд(/)|2^С||/||^ , л,^2^0, /ЕЯ^/2). (20)

Это неравенство выводится с помощью тензорных произведений (см. [9]) из
одномерного неравенства типа Джексона

|2

Е м/)|2^ /- Е <*(/№*
>-2

А€ U ®/
/=-1

Ь2
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2.3. Сингулярные функции. Здесь мы введем простой класс

сингулярных функций. Мы будем рассматривать функции / £ Li(J2), которые имеют

непрерывные производные £)(*'')/ порядка А;,/ ^ m на внутренности I2.

Для 0 ^ а,/3 < 1, будем называть / функцией с сингулярностью на краю

типа (т; а, /3) относительно (0,0), если ее частные производные мажорируются

следующим образом:

|D(M)/(ari,*2)| ^ Cx-{Q+k)x^+l\ хг,х2 е (0,1), 0 ^ fc,U m. (21)

Для 0 ^ а < 2, будем называть / функцией с сингулярностью в вершине (0,0)
типа (ш; а), если ее частные производные мажорируются следующим образом:

\D^f(xux2)\^Cr-(a+k+l\
I (22)

г = у/х2 + х2, Х1,2Г2 Е (0,1), О^М^т.

Аналогичные понятия вводятся для других вершин I2. Введенные определения

предназначены для работы с сильными сингулярностями. Заметим, что в

основном мы будем работать с мажорантами, в то время как сами функции могут быть
намного более общими. Например, с помощью дифференцирования легко

показать, что функция f(x,y) = г~ух^аХ2 является функцией с сингулярностью на

краю типа (га;а',/3'), где а' — тах(а + 7>а)> 0' = max(/3 + j,P). Из

последующих рассуждений будет видно, что можно было бы ограничиться некоторыми

более слабыми условиями, например, в некоторых случаях было бы достаточно

потребовать локальные L\-оценки для функции g и ее производных m-го порядка.

Более детальное рассмотрение потребовало бы также введения логарифмических
членов. Однако, здесь мы будем работать только с введенными определениями

сингулярных функций. Для аппроксимации по системам Хаара нам понадобится

только случай m = 1.

Отметим здесь, что решение / уравнения (4) при g Е Я3(/2) разлагается в

сумму (см. [14], [15])

/ = /«* + /Bing, /reg € Я2(/2) с Я^х(/2), (23)

где сингулярная часть /sins является линейной комбинацией функций с

сингулярностями на краю типа (т; 1 — 7> 1 — 7) (7 = 0.2966...) соответствующими

вершинам I2. В частности, (23) выполнено для решения уравнения потенциала, где

д(х) = 1. Как мы увидим, этой информации для наших целей достаточно. Из [15]
также следует, что /Slns может быть представлена в виде линейной комбинации

функций с сингулярностью на краю типа (т; 1/2,1/2) и функций с

сингулярностью в вершинах типа (т; 1—7)- Параметры а = 0 = 1/2 и а = 1 — 7>

соответственно, точны, т ^ 1 может быть выбрано произвольно.
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§3. Наилучшие Л/-членные приближения по Ф*(I2)
Докажем сперва аналог предложения 1 для системы Хаара.

Теорема 4. Пусть -К s < 1/2, -1/2 < t < 1, и / G tf^ix(/2).
а) Наилучшие Hs-приближения относительно пространств по

гиперболическим крестам Vj{I2) = Kjr*(/2), J ^ 0, удовлетворяют неравенству

e*.A,n(/h < СЛ/lb,.,. { £!!:£,_
" *

^Д < ,
(24)

Ь) Наилучшие N-членные приближения относительно Ф*(/2) в Н3(12),
N ^ 1, удовлетворяют неравенству

eW)s$C\\f\\Ht. {

iV-('-s), 0 < s < 1/2, s < <,

JV-'U + logAT)', « = 0<t<l,

JV-^l + logTV)3/2, « = 0, * = 1,
l '

^ N-{t-,/2)t -l<s<0, s/d<t.

Доказательство. Пусть -1 < s < 1/2, -1/2 < t < 1 (граничный случай
£ = 1 будет рассмотрен позже). Для любого конечного подмножества Ф С Ф*(/2)
с набором носителей Л* ={Д£ @*(/2) : ^д € Ф} и для любой/ € Я^1х(/2),
используя (17) и (16), имеем

е*(/)2<С inf ||/-*= С £ d(A)"2s|cA(/)|2

<СЖ(1Ж^ Е (IA'MA"I)-2W/)I2
Д£Лф

22з max(jbjf2)

<Сдт^ 22*(^) Ш«^'

Выбирая подходящие Ф, получаем верхние оценки теоремы 4. Например, если Ф

совпадает с гиперболическим крестом Ф}(/2), то

22smax(ji,j2) 22s max0bJ2> ( 2~2(*~3)*7

Y*}(/2)

max —ЛЛ,. ,
. ч— = max

д*лф«.,/2х 22t(ii+J2) jfi-hi2>^ 22t(ii"bJ2)
ж

\ 2-W—W, s < 0.

Из этого следуют (24) и (25) при s = 0, так как #Ф}(/2) ж J2J, J -► оо.

Чтобы доказать (25) полностью, положим

ФГ = <

U ФльЛ, «>0,

U *Я,Л, S<0-
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где /i > 0 выберем позже. Заметим, что для любого фиксированного /х > 0, в

обоих случаях s > 0 и s < 0, имеем #Фj

*

х 2J. Пусть t > s > 0, из соображений

симметрии получим

92smax(ji,J2)
max =__——-= max 22sh~2t^+J2\

Легко увидеть, что при 0 < \i < s/t, асимптотически, максимум достигается

вблизи J2 = 0, ji = J + 1, и по порядку ж 22J(*"*). Так как #Фj

*

х 2J, это

влечет (25) при 0<s<K 1h]Vx2j.

Аналогично, при s < 0, s/2 < J < 1, имеем

max ^0„. ^. ,
= max 22s>l-2t^+»l

Выбирав 0 < /х < —s/(2t), если £ > 0 (если s/2 < t ^ 0, то выберем любое

/х > 0), можно показать, что максимум х 22J^3^2~^ и достигается вблизи ji =

j2 = [J12] + 1. Это завершает доказательство теоремы 4 в случае t < 1.

Модифицируем доказательство для случая £ = 1. Мы воспользуемся оценкой

(20) вместо (16). Тогда для Ф вида Ф = (J Ф^ -2, где £
- конечный набор

индексов, получим

/ 22smax^bJ2)\

Затем, вычисляя полученную сумму для определенных выше Ф (вместо
вычисления соответствующих максимумов), мы получим необходимый результат. В

частности, для s = 0, Ф = Ф}(/2), мы получим неравенство

(/2)(/)o^c( £ 2-2^+^))||/||^x^CJ2-\..\ _1_*Л^ 7 / miX

3l+J2>J

из которого, вследствие #Ф}(/2) х J2J, получается степень 3/2 при
логарифмическом члене, при t = 1.

Мы приведем несколько примеров, показывающих, что оценки в теореме 4

точны по крайней мере для определенных значений параметров. Очевидно,
сложности возникнут, если s ^ — 1/2 и £ ^ 1/2, так как для этих значений параметров

использованные неравенства (16), (17) не могут быть обращены. Начнем с

рассмотрения С°°-функции /(xi,X2) = (1 + £i)(l + #2)> я = (х\уХ2) Е /2, кото-

рая охватывает случай t = 1,-1/2 < s < 1/2. Для этой / коэффициенты Фу-
рье-Хаара могут быть вычислены как

|сд(/)| = л/2 • 2-3'2<^> УД € ®juh, juh > 1.
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Если заменить равенство на х, то это соотношение выполнено и для j\ = 0,j2 = 0.

Таким образом, для больших J получим

Nj{f) = #{Д : 2"3-7 < |сд(/)|2 ^ 32-3J} ж J2J.

Таким образом, если s = 0, получим при N — [Nj(f)/2] ж J2J

e*N(f)o > ЛГЛЛ2-3-7-1 ^ CJ2"2-7 ^ сЛГ-2(1оёЛГ)3.

В первом неравенстве мы воспользовались (16) при s = 0, вместе с тем

фактом, что при любом выборе ЛГ-членной аппроксимации v, все еще осталось

^ Nj(f) — N ^ Nj(f)/2 коэффициентов / — v таких, что

\cA(f-v)\2 = \cA(f)\2>2-3J.

Для случая -1/2 < 5 < 0, возьмем iV = #\Pj}j/2 ж 22J, и, применяя (16),
получим:

e*N(f)2s Z cN22Js2~6J > c2-41-sWJ > ciV"^1-*/2).

Мы воспользовались тем, что по крайней мере N коэффициентов,
соответствующих Ф j,j, остались неизмененными при замене / на / —

v, где v произвольный
iV-членный полином по системе Хаара Ф*(/2). Наконец, для 0 < s < 1/2,
рассмотрим последовательность AT = #Ф^о/2 х 2J. Затем, с помощью

аналогичных рассуждений, получим

e*N(f)2s > cN22J*2~3J > c2-2^-^J ^ cA^1"*).

Таким образом, пример f(x) = (1 + #i)(l + #2) показывает, что оценка (25)
верно отражает асимптотическое поведение ЛГ-членных приближений функций из

#^ix(J2) в Яа-нормах при —1/2 < s < 1/2. Чтобы оценить асимптотическое

поведение А^-членных приближений в Н5-норме на классе X, определим величины

e*N(x)s = sup e^(/)s.
/€X:||/||x^l

Предложение 5. Выполнены следующие оценки

лг-а--), о < s < 1/2,

JV-^logiV)3/2, « = 0, ЛГ-юо. (26)

N-(i-s/2)^ -1/2 < ж 0,

ejv(#mixb ~ \
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Также, благодаря тому факту, что контрпример для нижних оценок

принадлежит С°°(/2), получен точный порядок насыщения N-членной

аппроксимации относительно системы Хаара Ф*(/2). Случай — 1 < s ^ — 1/2
остается открытым.

Для другого случая 1/2 < s ^ max(s, s/2) < t < 1/2 легко дать следующий
контрпример:

vj,o, 0 < s < 1/2,

j=0

vJyJ, -1/2 < s < О,

Пользуясь (17), (16), получим

V
'31,32= Yl ^А'

\\fsJ\\2Ht. ~{
[ 2J(1+2t\ 0<t< 1/2,

J2J(1+2t>, t = 0,

{ 22J<1+2'>, -1/2 < t < 0,

для любого -1/2 < t < 1/2. Оценивая, как раньше, с N = [Nj/2], где

#Ф./,о ж 2J, 0 < s < 1/2,

ЛГ} = <( #*j,o + --- + #*o,./xJ2J, в = 0,

#*j,jx22J, -1/2<8<0,

получим

* f/^2 wejv(/j):

2J(l+2.) х N-2(t-,)y.M f 0 < S < 1/2,
mix

J2^xiV-2t(log7V)2'||/j||^ ,a = 0,
mix

^ 22^(l+S) ж Ar-(t-S/2)||/,||2^e ; _1/2 < s < 0,

N = [Nj/2].

Компонуя полученные оценки, получим

Предложение 6. Выполнены следующие оценки:

eN(-#mix)s

( #-(*-•), о < s < t < 1/2,

AT-^logJV)', s=0<*< 1/2,

[ N-(t-s/2)^ _Xj2 <s<s/2<t< 1/2,

N->oo. (27)
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Автор верит, что предложение 6 может быть обобщено на случай 1/2 ^ t < 1,
который заполнил бы промежуток между оценками (27), выполненными для

t < 1/2, и оценками (26) из предложения 5, которые соответствуют t = 1.

Следующий результат посвящен порядкам наилучшего ЛГ-членного

приближения сингулярных функций в Н3-нормах относительно системы Хаара Ф*(/2).
Оказывается, что несмотря на сингулярность, эти функции могут быть

приближены с высокой точностью, т.е. как очень гладкие / (ср. теорема 4 Ь) и (26) для
t = 1). Таким образом, этот класе сингулярных функцийявляетсяпримером
класса, для которого наилучшая TV-членная аппроксимация оправдана. С этого места

т = 1. Чтобы не вдаваться в технические детали, мы рассмотрим только функции

с сингулярностью на краю типа (1;а,а)с0^а<1. Аналогичное утверждение
может быть доказано для функций с сингулярностью в вершине (22).

Теорема 7. Пусть f функция с сингулярностью на краю типа (1;а, а)
относительно (0,0), см. (21). Пусть — 1 < s < 1/2 фиксировано. Тогда

f е Н3{12), если 0 ^ а < min(l/2 - s, 1/2 - s/2), и

7V-U-5), 0 < 5 < 1/2,

TV-^logTV)3^ s = 0, W-юо. (28)

N-li-,/2)9 -1<S<0,

Доказательство. Шаг 1. Так как а < 1, имеем / € Ь\{12) (см. (21) для

k = I — 0). Следовательно, коэффициенты Фурье-Хаара сд(/) определены, и

тривиальным образом оцениваются как

|сд(/)| ^ С2-^+»К1'2-«>(z!Z2)^, (29)

где

Д = [(и - \)2-^-1\п2-^-^} х [(i2 - l^-te-D^-W*-1)] € 9juh

для ц = 1,..., 2J*'_1, jt ^ 0, I = 1,2 (если ji = 0, то ц = 1). Ниже, без

специального упоминания, будет подразумеваться, что двоичные прямоугольники

Д £ @*(/2) связаны с целыми числами ц, ji упомянутым образом. Заметим, что

(ii2~(J'1~1),222~^2~1^) является верхней правой вершиной носителя двумерной
функции Хаара ^д 6 ^juj2 (с очевидной модификацией для j\ = Оили^ = 0).
Ниже множество пар индексов (i\, г'2), соответствующее @л j2, будет
обозначаться supp @^ j2. Рис. 1 иллюстрирует это обозначение.

e*N(f)s ^ Сау3<
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Рис. 1. Обозначения: (&jlyj2 HSUPP®ii,j2

Если г i > 1 или гг > 1, можно получить более точную оценку, чем (29).
Например, если ii, г*2 > 1 (что гарантирует j\,J2 > 1), тогда, по определению функции
Хаара ^д, имеем

|сд(/)| ^ (/ii/i2)-1/2 / |/(*ь*2) - /0*1 + /ц/2,х2)
Ja'
- f(xi, х2 + h2/2) + /(m 4- /ц/2, x2 + ft2/2)| dxi dx2

Здесь Д' = [(<i - l)/ib (t! - 1/2)/ц] x [(г2 - 1)A2, (<2 - 1/2)Л2] и /i/ = 2-^-x), / =

1,2. Если 2*i > 1и22 = 1, то для получения таких же оценок следует использовать

разности первого порядка |/(xi,X2) - f(x\ + /ii/2,X2)| и ограничения на D*1»0)/
из (21). При 21 = 2*2 = 1 воспользуемся (29). Мы доказали следующую лемму.

Лемма 8. Для любой функции f с сингулярностью на краю типа (1;а, а)
относительно вершины (0,0), любого двоичного прямоугольника А € @*(/2),
соответствующий коэффициент Фуръе-Хаара c&(f) оценивается следующим
образом:

|сд(/)| ^ C2-(1/2-a)01+^>(iit2)-(a+1), (30)

где 2/, j/, I = 1,2, - индексы, ассоциированные с А условленным ранее

образом.

Шаг 2. Из неравенства (17) предложения 3 и его модификации (19) (далее мы

будем отождествлять / и /при -1 < s < 0) и определения ej^(/)s получим

*n(/)2 ^ С inf
AC®*(/2):#A^N

А€®*(/2)\Л

^(Д)-2*|сд(/)|2, -к*<5. (31)

Наша идея состоит в замене |сд(/)| правой частью (30) из леммы 8 и в

минимизации по Л (см. шаг 3). Рассмотрим сперва случай N = 0, где нам надо оценить
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Н3-норму функции / (в этом случае Л = 0, и правая часть становится просто

суммой по 9*(/2)). Правая часть может быть разбита на две суммы,

соответствующие ji ^ J2 и ji < 32- В первом случае d(A) « 2~J1. Выполняя

суммирование (сначала по ii, %2 для каждой фиксированной пары (ji>J2)> затем по

Л ^ J2» и наконец, по j*2 ^ 0) мы получим конечную оценку для первой суммы,

если 1 - 2(а + s) > 0 и 1 — 2а — s > 0 одновременно. Случай л < J2
рассматривается аналогично. Таким образом, для функций с сингулярностью на границе

типа (1;а,а) условие 0 ^ а < min(l/2 —

s, 1/2 — s/2) влечет / G Н3(12), что

доказывает первое утверждение теоремы 7.

Шаг 3. Чтобы определить подходящее Л для оценки ej^(/)2, используя (30),
(31), мы применим пороговое условие к последовательности

{й(Д)--2-(1/2-а»12-(1/2-«л»Г(в+1)«2(/,+1>}-

Для данного S > 0 положим

Л*= £ AL;2> (32)
JLJ2^0

И

Е*= £ ( £ ^AJ^^-t1-20^^)^!^)-2^4), (33)

il,J2^0V€®JiJ2XA^J2
>

v
f

= E6

где

Ajliia = {Д G 9jlth : а(Д)-2-(1/2-а)01+Л)(<11.2)-(а+1) ^ ^ hh ^ 0

(34)
Эти обозначения позволят нам оценить сверху число Ns = #Лб различных

двоичных прямоугольников в Л* и Н3-погрешность Es в зависимости от S. В сочетании

с (31), это приведет к желаемым порядкам JV-членного приближения.
На рис. 2 показано разбиение множества пар {ji,J2) на пять областей, в

которых (34) приводит к качественно одинаковым множествам

suPPALi2 = {(l'b*2):AeA*bJ2}.

На рис. 3 показаны мощности этих множеств. Буквой N помечена та часть

supp Э^ ?j2, которая соответствует множеству supp Лj ■ и число пар в ней равно

^/i,J2 = ^^jbJ2' Д°полнение помечено буквой Е (рассмотрение этих индексов

приводит к оценке Е^ -2). Хотя рис. 2 соответствует случаю s — -1/2, а — 1/2,
качественное поведение остается тем же при других значениях параметров.

Масштаб рис. 2 равен log 1/(5.
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Рис. 2. Разбиение множества индексов (ji, 32) на области

я = о|
\n

1 ^V Е 1
1N 1

1 \ Е \

1 N ^Ч^^ 1
К Е1
1 ^V 1

1 Е

1 лг = о

Область I Область II Область III Область VI Область V

Рис. 3. Качественное строение индексных множеств suppAЛ уЭ2

Из рисунков ясно, что оценка величин Е*х j и ЛГ£ -2
может быть проведена

одинаково для различных (ji> J2)» принадлежащих одной области индексов. Из

соображений симметрии ясно, что достаточно рассмотреть случай ji ^ j2-

Приведем список координат (j\, 32) вершин разбиения множества индексов (см. рис. 2):

А

В

С

D

Е

h = к « (3 - 5)"1 log21/6,
h = h « (2 - s - a)"1 log2 1/*,
h = к « (1 - « - 2a)"1 log2 1/(5,
ji«(3/2-e)-Mog2l/*, j2 = 0,

ji«(l/2-s-a)-Mog2l/(5, 32--
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Из очевидных соображений следует ожидать, что экстремальные значенья

Е$
~п
и N]jt ,• достигаются вблизи этих точек. В действительности окажется,

Л >J2 JIjJ2 '

что это происходит вблизи А при s < О и D при s > 0. Случай L2 (s = 0) является
исключительным и потребует особого рассмотрения.

Начнем с наиболее легких случаев. Рассмотрим область I. Здесь Е*х^2 = 0 и

^h ,J2
w ^Jl +J2' Суммируя no (ji, j'2) в области /, ползучим Ef = 0 и

лг*, -кв<(П Г«*-2/(3-'),
JV,' ю { ЛГ* log2 1/*, s = 0 I » { <5"2/3 log2 1/(5, s = 0 У (35)

ЛГ|>, 0<s<l/2j i<5-2/(3-2-),

Аналогично, в области V имеем Nj ,-
= 0 и

-l<s<0]
1/(5, s = 0 \

>, 0<s<l/2J

2>1-1 2-J2-1

4=1 «2= 1

Выполняя суммирование, получим

N$ = 0, Я$ w Я& log2 1/(5 » (52 log2 1/(5. (36)

Последняя оценка выполнена при условии a < min(l/2 — s, 1/2 — s/2) (которого
достаточно для / € HS(I2), см. шаг 2).

Рассмотрение промежуточных областей II—IV требует большей деликатности.

Мы приведем детальные выкладки для областей IV и III, и сформулируем
результаты для области II (так как выкладки схожи во всех трех случаях, читатель

сможет воспроизвести детали). Начнем с области IV. Напомним (см. (34)), что

(u>*2) € suppA*bj-2 равносильно

«2

где 1 ^ z*2 ^ к. Так как мы работаем в области IV, имеем к € [1,2J2 г].
Следовательно,

м

i2=i2
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, [к] 2>1-1 2-?2-1 2-^1-\
х Е Е + Е Е)(^г2(1+а)

»2J

< C'2"2j"l(1/2"(e+a))"2j2(l/2-a)

M
л-2(1+аН1/ i^J ^-2(l-fa)+l \

M „-2(l+a)+l

<g^£ fa
= <**<*

i2= l
2

для всех (ji, j'2) в области IV. Аналогично неравенство

может быть доказано в областях II и III.

Просуммируемпо (ji, j2) в треугольной области IV. Поскольку 1/2—(s-fa) > О

по условию, просуммируем сначала по j\ при фиксированном j2- Получим

N*V^C Yl *log2(/c).
UiJ2)eEBuBC

Так как 2--?1 (х/2-(5+Q)) « J23-72/2 при (ji, J2) € Ш? (под этим мы понимаем бли-

жайвтую справа от ЕВ целую точку), и 2--71 = 2~-72 при (ji,J2) € #С, имеем

л1+а _ ^-1^23^'2/2^2-^2(1/2-а) _ 2J2(l+a)(£2:'25)~(1+a)/(3/2~s)

JWIH(jl,j2) € £В,и

/с1+а = 6-12-Мг-3-2а>, (л,j2) G ЯС.

По условию, 1 — s — 2а > 0, тогда вдоль ВС получим

Y,_Klog2(K) ^ С{к\о&2(к))\в ^ C(j22»)\B.
tiiMeEc

Аналогично,

^_«log2(K) = £_j22'2 ^ C(j22»)\B.
UlJ2)eEB (JLh)€EB
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Но в точке В мы имеем 2^2 « (5-1/(2-(3+а))? что приводит к

N&, ^ CS'1^2'"^\log2S\. (38)

Оценки для Ejt J2 следуют
из (37) и (38).

Теперь рассмотрим область III. При тех же обозначениях для к, условиями

задающими supp Л^2 j2
являются 1 ^ ii ^ /с/г2, г2 = 1,..., 2J2_1 (по определению

области III, имеем 1 ^ я/г'г ^ 2-?1 ~1 для всех таких г'г). Это дает

2-72-1

«2
г2 = 1

и, как прежде,

(Ji,i2)€CB

Вдоль СВ имеем

2-Л(1/2-(5+а)) ^ ^2J2(l/2-Q)^(l/2-(5+a))/(3/2-5)^

из чего следует

/С1+а « (^2(1/2-а)\(1/2-(5+а))/(3/2-з)-1 _ ^2{\/2-<ж)\ -(1+а)/(3/2-з)

для (jii J2) € CJ?. Суммирование приводит к

Г *-l/(3/2-)j a < 1/2,

iV&^ci <5-2/3|log2(5|2, a = 1/2, (39)

[ 4-1/(2-(в+в))э а > 1/2.

Здесь мы воспользовались тем, что 2~-72 « (5-1/(2-(«-1-«)) в точке В. Случай
а ^ 1/2 возможен только при

— 1 < s < 0.

Наконец, в области II множества suppA^ • задаются условиями 1 ^ i\ ^
2-71"1 при 1 ^ г2 ^ г2 и 1 ^ i\ ^ /с/г'г при jg < г*2 ^ 2*2""1, где 1% « «2~J1.

Получим следующие неравенства:

/
2i2_1

\

^iA^I** Е «A2)^CK(l+log2(2^^V«)).
2J2"1

Щхм^С^ Е «А2^С<52«1о§2(2^+л//с).
t2=«J+l
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Суммируя по (ji, 32) из области II, получим

N&^C £ *(l + log2(2*+*/«))-
UuJ2)eDAuAB

Так как 2~J1 « (^2^2/2)1/(3/2-3) вблизи DA,nji = j2 вблизи AB, мы имеем

Kl+a W(5-1^23i2/2)(l/2-(a+a))/(3/2-3)2-J2(l/2-a) = ^2J2^-(l+a)/(3/2-s)

для(л,;2) 6 ЯЛ, и

„a+l = ^-12-^(1-3-20)^ уЬ J2) € ab

Как и в оценках для области IV, из последнего равенства следует, что

суммирование по DA доминирует. Рассмотрев случаи s>0,s = 0,hs<0, получим

/£-1/(3/2-.), s>0;

N&^CI <r2/3|log2<*|, з = 0,

( <5-2/(3-s)) s < 0.

(40)

Оценивал E^, получим те же верхние границы умноженные на S2:

Ef^CS2!

В заключение, из (35)-(41) следует, что

Ns <cl

{ *-i/(3/2-.)f s>0

*-2/3|1о&«|, 5 = 0,

J-2/(3-«)f s < 0-

(41)

f 5-1/(3/2-), S>Q)

<5"2/3|bg2<5|, s = 0, Я'ЧСТ2^
5-2/(3-.)f s < 0>

f 5-1/(3/2-,), s>0,

<5-2/3|log25|, « = 0,

£-2/(3-.) s < 0.

Пользуясь (33) и определением e*N (g) s, исключал S > 0, получим

{^i-i/(3-2.)>
о < s < 1/2,

^log^l1/2, s = 0,

51-1/(3-.), -1<S<0,

Г (iV*)-^"3), 0 < s < 1/2,

^ci (iV^-^logAT*)3/2, s = 0,

[ (at*)-(i-*/2), -l< s < 0.

Наконец, для данного N, можно выбрать S таким, что Ns и N, тем самым

оценка (28) установлена. Теорема 7 доказана.
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Применим теорему в частном случае s = —1/2 к решениям уравнения (4), для
которых существует разложение (23). Так как /sing представляется в виде

линейной комбинации функций с сингулярностями на краю типа (1; 1 — 7> 1 ~~ 7)>и
1 - 7 = 0.7034... < 3/4 = min(l/2 — s, 1/2 — s/2), применяя теорему 7, получим

eM/sin8)-i/2 < CN~5'\ N^oo.

Для регулярной части /reg € H^ix(I2) применима теорема 4:

е^(/ге8)-1/2 ^ CN~b/\ ЛГ-юо.

Следовательно, поскольку e^+n(/i + /2b ^ ^m(h)s + е£(/г)в> получим

eW)-i/2 ^ CN-b'\ N -> оо, (42)

для функций /, удовлетворяющих (23). Как упоминалось в §3, это разложение

(а значит и оценка (42)) имеет место, если правая часть д в (4) достаточно

гладкая (например, д € Н3(12)). В частности, оценка выполнена для решения задачи

емкости, где д(х) = 1. Доказательство теоремы также позволяет найти

подмножества ФсФ* (72), на которых достигается порядок в (42). Это важно для

численных приложений и требует аккуратной проверки на практике.

В более общем случае, теоремы 4 и 7 имеют следствие, которое представляет

собой практический интерес не только для s = —1/2, но и для s = 0.

Следствие 9. Пусть — 1 < s < 1/2, и функция f разлагается в виде f =

yreg + ysing € нз(12), где /reg € #^ix(/2), о /sine есть линейная комбинация
функций с сингулярностью на краю типа (1;а,а) относительно вершин /2,
и 0 ^ а < min(l/2 - s, 1/2 - s/2). Тогда

(ЛМ1-*),
0 < s < 1/2,

iV-^logiV)3/2, 5 = 0, ЛГ-юо. (43)

#-(1-/2), -1<5<0,

В заключение сделаем некоторые замечания.

1) Порядки аппроксимаций, полученные в теореме 7, следует сравнить с

порядками наилучших iV-членных приближений по системе Ф(/2), определенной в (1).
Эта система Хаараявляется прототипом систем всплесков. Оценки для

наилучших iV-членных приближений по таким системам известны из хорошо развитой

теории и раскрывают потенциал адаптивных всплесковых методов для

эллиптических операторных уравнений (см. [2], [3]). Приведем простой пример.
Рассмотрим функцию f(x) = a:f а/(аг2), (a?i,a?2) € /2, где 0<а<1и/€ Сг(1).
Чтобы увидеть, что оценки точны снизу, можно положить например /(агг) = 1 + #2-

Очевидно, такая / является функцией с сингулярностью на краю типа (1; а, а).
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Используя те же приемы, что в доказательстве леммы 8, можно оценить

коэффициенты Фурье-Хаара функции / относительно подсистемы Ф^(/2) следуюпшм

образом
|сд(/)| ^ С2-*1-аЪ-11+а\ А € 9ifi> j > 1.

Здесь са(/) обозначает коэффициент с^(/) для каждой из трех функций ф из

Ф^(/2) с носителем двоичным квадратом Д = Д' х Д" (Д', Д" е @j-i), где

Д' = [(г — 1)2^'~1,*2^""1] определяет г. Оценка точна для функций V> из Ф^®Ф^_1.
Используя те же идеи, что и в § 2, можнодоказать неравенство аналогичное (19)

оо

ll/Ня^^Е £ 22J*M/)|2> -К ^ < 1/2.
j=0^€*j(/2)

Эта оценка верна для всех / 6 Ь\ (I2), у которых конечна правая часть. Это

позволяет нам применить аналогичную пороговую процедуру, чтобы получить верхние

оценки для елг (f)s • Не вдаваясь в детали, мы сформулируем результат для

следующих параметров,еслиmax(0, —s/2) < а < min(l/2-s/2,1/2—s), — 1 < s < 1/2,
тогда

ejv(/)j ^ С/ЛМ1/2-^**)), N -> оо. (44)
Эта оценка точна по крайней мере для —1/2 < s < 1/2. Сравнение (44) и (43)
показывает, что для функций с сильной сингуляностью на краю наилучшие

ЛГ-членные аппроксимации относительно Ф*(/2) ведут себя лучше, чем

наилучшие ЛГ-членные аппроксимации относительно Ф(/2). Например, для параметров

s — —1/2, а = 1/2, которые возникают при решении (4) для сингулярной
части /8Ш8, см. §3, имеем, что e;v(/)-i/2 = C^iV"1/2), а из (42) следует, что

еМ/)-1/2 = 0(ЛГ-5/4).
2) Обобщение этих результатов для систем сплайнов произвольного порядкат

и аналогичных систем всплесков на Id, d ^ 2, является технической задачей.

Легко провести доказательство для систем, полученных с помощью тензорного

произведения из одномерных биортогональных всплесков. Чтобы получить оценки

для соответствующих коэффициентов

са(1) = (1,Фа)ь2,
надо воспользоваться локальностью носителей и нулевыми моментами у функций
биортогональной системы {^д}, вместо специфических свойств системы Хаара.
Области возможных параметров (s, t) и s, для которых аналоги теорем 4 и 7

имеют место, будут зависеть от регулярности и порядка фильтрационного полинома
в соответствующей многослойной схеме (см. [2] для более полного обзора этих

вопросов). Для рассмотрения полуортогональных всплесковых систем сплайнов

(как в [9] длят = 2), необходимо использовать более тонкие технические приемы,
так как носители функций из Фа не локальны.

3) Отметим некоторые открытые проблемы. Например, открытой осталась

проблема нетривиального описания классов функций, охарактеризованных

определенным порядком наилучшего N-членного приближения относительно

таких систем, как Ф
* (I2), и распространение полученных результатов на Lp (р ф 2).
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Линейные и нелинейные методы

рельефной аппроксимации

К. И. Осколков

Наша цель
-

сравнение эффективностей свободной (нелинейной)
рельефной, равнораспределенной рельефной и полиномиальной аппроксимации

^n[/1> ^/?[/]* &N[f] индивидуальной функции /(х) в метрике i£2(B2), где

В2 - единичный круг |х| ^ 1 на плоскости R . По определению,

#&[/]:= inf Ц/-ЯЦ, »ЭД/]:= nun Н/-ЛЦ,

SN[f]:= min Ц/-РЦ.

Здесь "W% множество всех iV-членных линейных комбинаций функций типа

плоская волна Я(х) = 5Zi Wj(x * Qj) с произвольными профилями Wj(x),
х € R и направлениями распространения {0j}i ; *#д^ -

подмножество

^jy, соответствующее iV равнораспределенным направлениям, а &%-\ '-=

Spanls^a^}k+l<N ~

подпространство алгебраических многочленов двух

действительных переменных степени ^ N — 1. Выполнены неравенства

Модельная задача: для каких функций выполнено соотношение в^% [/] =

о(3£^[/]), N —> оо, т.е. когда нелинейная аппроксимация 3£ более

эффективна, чем линейная 5£eq? Доказано, что этот эффект имеет место для

гармонических функций: Vе > О Зсе > 0 такая, что если А/(х) = 0, |х| < 1, / € i£2(B2),
то

«£[/] < ce(^[/]exp(-7Ve) + a^u[f\y
С другой стороны, «&[/] ^ ^5Jf2[/]. Итак, для / = /harm, 9t%[f] "почти в

квадрат раз лучше" чем &$[/]. Однако эти ультра-высокие порядки

приближения достигаются за счет коллапса волновых векторов.

Напротив, нелинейность Ж* (связанная со свободой выбора волновых

векторов) не приносит существенного выигрыша в порядках приближения,
например, для всех радиальных функций. Если /(х) = /(|х|), то &2N[f] ^ ^/^[/] ^

Основной аппарат
- анализ Фурье-Чебышёва, связанный с обратным

преобразованием Радона в В2, и возникающая двойственность проблем рельефной
аппроксимации и оптимизации квадратурных формул, в смысле Колмогоро-
ваг-Никольского [1], на классах тригонометрических полиномов.

Библиография:"23 названия.
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1. Введение

Здесь мы рассматриваем специальный случай общей проблемы рельефной
аппроксимации. Прежде всего, мы ограничимся случаем (комплекснозначных)
функции двух действительных переменных /(х) = /(ari, £2) в единичном круге I2 :=

{х : |х| := \Jx\ + х\ ^ 1} на евклидовой плоскости R2. Далее, предполагается
что /(х) € Ь£2(В2); аппроксимационная задача рассматривается только в норме

пространства Гильберта i?2(B2),

||/(x),if2(B2)|| := (J^ |/(х)|2М^х)У 2,

dx\ dx2 о
где /i(ax) := обозначает нормированную меру Лебега в В .

7Г

Введем некоторые нужные обозначения, х •

у будет обозначать обычное

скалярное произведение векторов х, у € Ш2; У1 - единичная окружность |х| = 1;
в = 0(t?) := (cost?,sin $), д € [0,2-к) -полярнаяпараметризация У1. Далее, для

N = 1,2,..., мы будем использовать векторное обозначение д := {t9j}^ € №N

для iV-элементных множеств направляющих углов; 9j := (costfj, siwdj), в =

в{ё) := {вЛ».
Введем в рассмотрение множества ^(#), Wjtf1, W^ рельефных функций. Они

состоят из iV-членных линейных комбинаций плоских волн:

N

N.

W%:= (J Щ9),

N

В этих определениях Wj (х), х Е Ш1, - функции одной действительной переменной
(волновые профили). Ясно, что в определении ^(#) мы можем считать, что

компоненты dj набора $ принадлежат интервалу [0,7г), и что можно рассматривать

лишь невырожденные #, т.е. случаи, когда dj попарно несравнимы по mod 7г.

Итак, "^(t?), ^jy, W^ состоят из iV-членных линейных комбинаций плоских

волн с произвольными профилями; IV (д) соответствует некоторому

фиксированному набору направляющих углов д Е RN; Ifff - самыйширокий набор всех

функций указанного вида, *W^ - частный случай W^, отвечающий N равнораспреде-
ленным волновым векторам.
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Наша цель - исследовать для фиксированной функции /(х) Е Ь£2(В2)
экстремальные задачи Щд), &%, @е£:

®[fj]:= inf ||/-Д,^?2(В2)||, tf€RN;

Я%[/\~ inf ||/-Д,^2(В2)||,

ВД/]:= min ||/-Д,^2(В2)||.

Очевидно, »&[/] = inf #[/,^U #$[/].
Особенно интересна задача о нахождении структурных (геометрических,

дифференциальных и т.п.) условии на данную функцию /(х), когда свобода выбора
волновых векторов {Oj}^ в постановке проблемы ё9.*Т приносит существенный
выигрыш в порядках приближений по сравнению с 3#eq. Количественно, такое пре-

имущество выражается порядковым соотношением $%[f] = o(ffie$[f]), N ->> оо.

Частичный ответ содержится в теореме 3 (см. также следствие 1) для двух

важных геометрически простейших типов функций: радиальных и гармонических.

Фундаментальное различие задач Й££г и 3ffeq состоит в нелинейности @{Т. Эта
нелинейность связана с полной свободой выбора {0j }{*; волновые векторы
выбираются оптимальным образом для данной функции /(х). Напротив, для любого

фиксированного набора д € RN задача Щ/, t?] линейная и ее решение

осуществляется ортогональной проекцией в S£2(В2) на подпространство ^(#), см. также

ниже (теорема 4).
Далее, несуществование и неединственность элементов наилучшей

рельефной аппроксимации являются вполне типическими для задачи Я% при N ^ 2.

Это можно усмотреть из следующего.

1)Egjihj ^ 1, W(x), |х| ^ 1,-гладкая функция одной переменной, a/(x,t?) :=

(»Г-W(x • 0), то для каждого фиксированного набора t? выполнено

равенство ffi{j[f] = 0. Это легко вытекает из интерпретации угловой производной как

предела разделенных разностей.

Это простое наблюдение приводит к естественному пополнению 1Р(д) и Wj§
следующими множествами коллапсированных рельефных функций:

^Й:={Д(Х) = 2(Е(^)" ll^>(x"e))L* :5>'=iV}'
t? = {t?j}. Соответственно, экстремальная задача 3#fr может быть расслоена

следующим образом:

Mn\}A := jnf _ ||/(х) - Д(х)||; 9.M%N\f\ := >f Я*[/Д

^[/]= mm 5MfN[/l.
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Частный случай - аппроксимация полностью коллапсированными рельефными
функциями:

>*/яМ-*
^[/К^'[/,Ф= inf

„ Ь(х)-Т,(ш)3 ™Л*-в),%2№) • (1)

Такой вид аппроксимации в известной мере представляет собой антипод равнорас-

пределенной.

2) Обозначим, соответственно,

&\i := Spanf**}*^ и &% := Span{arJ4}*+*<*

подпространства алгебраических многочленов степени N от одной и двух

переменных. Если компоненты tij вектора д € RN попарно несравнимы по mod 7г, то

(см., например, [2] и теорему 1 ниже) каждый многочлен Р(х) Е &%-\ может

быть представлен как линейная комбинация плосковолновых многочленов

степени N-1

N

P(x) = ^Pj(x.^), Р,-(*)€^г-1, или PJr^Cirtf), ®[Pj)=0. (2)
i=i

Итак, элемент наилучшей рельефной аппроксимации, т.е. набор плоских волн

{Wj (х • 0j;)}, не является единственным для целого класса алгебраических
многочленов. Далее, классические величины -

наилучшие алгебраические

приближения

SN[f]:= min ||/-P,i?2(B2)||

мажорируют рельефные аппроксимации для любого невырожденного набора
направлений t? € RN

m#\$*N[f). (з)

Решение задачи рельефной аппроксимации данной функции /(х) зависит от не-

бышёвских ортогональных моментов an(j\д). Эти моментыпорождаются
анализом Фурье-Чебышёвав В2:

On(/,t?):= / /(x)un(x-0)/x(dx),
Ув2

(4)
, ч

sinfn + l)arccosx л „

ип(х) := , п = О,1,... .

Vl — xz

С помощью этого анализа, задача S#nU) расщепляется в бесконечную серию

проблем типа Колмогорова-Никольского, см. [1], об оптимальных квадратурах
для восстановления линейных функционалов

/•27Г

&n(f)[T) := / an(f,d)T{d)p(dd), п = О,1,... .

Jo
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В общем случае моменты ап (/, д) - это тригонометрические полиномы n-го

порядка, удовлетворяющие условиям типа четности ап(/, д + 7г) = (—1)пап(/, д).
Для данного п обозначим 2?£ все подпространство тригонометрических

полиномов, обладающих таким свойством, т.е. Sf^ := Span{etmi?}|m|^n(2). Здесь и

ниже мы используем обозначение |га| ^ п(2) для набора целых чисел т со свойст-

dd
вами |ш| ^ п и т = гс (mod 2). Пусть далее //(dt?) := нормированная мера

Лебега на У1,

а2тг
\ 1/2

|T(t?)|2/iH)J ,

Ъ{9\) := {P(s) € 0* : ||Р(е^),^J ^ 1}.

Квадратурная формула cr(t?, w)[T] с узлами "в := {tfj} {^ Е RN и eecaAiw t# :=

{wj}i* € ^^ ~ это точечный функционал

N

i=i

Следующие величины характерны в проблеме Колмогорова-Никольского, см. [1],
об оптимизации квадратур для восстановления линейных функционалов:

21п[а,д):= inf sup / a{f,d)T{d)^dd)-a{e,ul)[T)
wtCN тев(&±Мотев(вг=)

, tf€E";

КЧМа] := *п[аЛ Ь = TF5 ^M == >f Зп[аД (5)
t?€R^

Здесь a = a(t?) - фиксированный тригонометрический полином из Zf^ •

Теорема 1. Пусть /(х) Е if2(B2), $ € RN, где компоненты dj попарно

несравнимы по mod7r. Тогда

я[/,Щ = £(п + 1)(а„М/И) ,

n=N

(6)

£(п + 1)(£„Ы/НГ
п=ЛГ
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В частности,

£(п + 1)(^К(/)])2 (7)
\n=N

^r-icwg, a[f,$\<eN[f). (8)

Как и при свободной рельефной аппроксимации, в проблеме
Колмогорова-Никольского i2°pj^[a] допустимы и коллапсированные квадратуры, состоящие из

линейных комбинаций точечных значений линейных дифференциальных
операторов тотального порядка ^ N — 1. Частный случай

- это полностью

коллапсированные квадратуры aco,(P,t?)[T] := р(— )Г(0), Р € 9lN_v

Соответствующий вариант величин «2n[a, Щ отвечающий этому типу квадратур
- это

I /*27Г

агМ*. *]:= ц sup / *(/> vmv) м<ад - *со1№ад

Согласно (6), свободная рельефная аппроксимация может быть оценена сверху

следующим образом:

Я%\Л < ®CN[f) = in/ л £ (" + Щ^ЫМ)2. (9)

Чебышёвские моменты ап (/, t?), см. (4), в особенности просты для радиальных
и гармонических функций в круге В2, т.е. когда /(х) = /(|х|) или,

соответственно, А/(х) = 0, |х| < 1 (ниже мы будем в этих случаях использовать обозначения

/ = /rad, / = /harm)- Для / = /rad> п-й момент - это константа, ап(/, 1?) = ап,

причем ап = 0 для нечетных п. А для / = /harm* я-й момент представлен

"мономом" наивысшей частотыв подпространстве ^f, т.е. an(/, t?) = /Зпегш9+7пе~гп1?
(см. ниже, лемма 1).
Из теоремы 1 делается ясным, какие специальные случаи сформулированной

выше общей проблемы Колмогорова-Никольского должны быть решены. В

случае / = /rad, следует найти ,2°р^[1], т.е. оптимально восстановить средние

значения на периоде / Т(#) /x(dt?) для полиномов Т Е &„ (задача нетривиальна
•/о

лишь для четных n, п ^ N). А в случае / = /harm» нам нужно восстановить

/ T(t?)(/3emi9 + 7е~гп1?) /i(dt?), т.е. линейные комбинации старших коэффициен-
«/о

тов Фурье f(±n) := [2*T{d)e±in* ц{йд).
С первого взгляда, проблемы относительно i2°p^[l] и i2°p^[e±ini9] могут

показаться вполне аналогичными просто потому, что все коэффициенты
полиномов из единичного шара Ш(£Г*:) "равноправны". Далее заметим, что задача
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восстановления Т(±п) может быть также переформулирована, см. (50) ниже,

следующим образом. Пользуясь квадратурами, требуется оптимально

восстановить значения алгебраических многочленов комплексной переменной

P(z) € Щ£?п) в Центре z = 0 круга \z\ ^ 1 по их значениям P(zj) на

окружности У1 = {z : \z\ = 1}:

S^N[e±M]=^N[l,B(^n)]
N

inf sup P(0) - £>;Р(г,)
3=1

(10)

Итак, правдоподобными выглядят следующие предположения:

1) оптимальные узлы д = {dj}\ должны быть "равнораспределены";
2) в условиях существенной нехватки узлов, т.е. если отношение N/n - малое

число, невозможно восстановить единой квадратурой коэффициенты

Фурье всех полиномов единичного шара B(^t) с малой глобальной

погрешностью: ни одна из величин ,2°р^[1], «2°р^[е±гП1?] не является малой.

Однако оказалось, что эти предположения не оправдываются в части,

относящейся к .2°р)^[е±гп,?] (см. теорему 2). Восстановление старшего

коэффициента Фурье (или значения Р(0) аналитического многочлена P(z) € Ш(@>п),
см. (10)) с малой глобальной погрешностью на классе B(^t) является

возможным даоюе если число измерений N существенно меньше чем п, причем

этот эффект управляется отношением N/y/n, а не N/n.

Теорема 2. Пусть п, N
-

натуральные, п четное, п ^ 2N. Тогда

Далее, для п^ N ^ 5

е-^ ^ iOe±in"] < 2#v[e±<n*,0] ^ min(l, ^е""'^). (12)

Смысл следующей теоремы таков.

1) Решения задач ffieq (равнораспределеннал рельефная аппроксимация) для

/ = /rad и / = /harm качественно и количественно одинаковы, и по

существу совпадают с полиномиальной 8.

2) Для / = /rad свобода выбора волновых векторов в 5#fr, в частности,

эффект коллапса, не приносят существенного улучшения порядков

приближения по сравнению с ffieq или 8.

3) Напротив, для / = /harm свободная рельефная аппроксимация 3#fr "почти
в квадрат раз лучше" чем ffieq, и происходит это за счет эффекта коллапса
волновых векторов.
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Теорема 3. Выполнены следующие соотношения:

<*#[/] =
N

2 £ (УГ - vfад/] * ад/] *§Mfl f=/rad;

^•Wl/U^I/KM/]. / = /harm; (13)

»%\f\> SUp У]^Ш*-**МШ SUP J^T^&m, / = Aad; (14)

е~*ЫЛ < «wl/l ^ «*[/] ^ min (v^Me-7S7^N[/] + £M+1[/]),NM/] + ^M+1[/]))(15)
N > 5, / = /harm-

Следствие 1. .Если / = /гаа, mo

Если Же f = /harm? ™>0

(i) Ve > 0 3ce > 0: Я%\/] ^ ce(^[/]exp(-iV£) +^2_3e[/]);
(ii) 3<J>0: eN2-s[f) = o(gN[f]) =» «5Я/] = о(Я5?[/]);
(iii)3a>0: ^[/]=0(iV-a) =» Ve > 0: #&[/] = 0(iV-2a+£), N -► oo.

2. Доказательства

2.1. Анализ Чебышёва-Фурье в i£2(В2).
Обозначим Dn (t?) ядро Дирихле для подпространства £?„ :

Dn(0):= £ е<** =**(» +W.
|m|<n(2)

Очевидно,

T(tf) = [Г * AJ(0) := /
*

T(<p)Dn(<p - 0) М<Ю), Г € 3* (16)
./о

Далее, пусть как и выше wn (х) обозначает n-й многочлен Чебышёва второго рода,
т.е.

ч sin(n + l)arccosrr
wn(a:) = Dn(arccosa:) = —, , |rzr| ^ 1.

Vl - x2
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Анализ Чебышёва-Фурье в i£2(В2) состоит в ортогональным разложении

/(х)^В2) /27f> + l)an(/,,?K(x VWt?), (17)

см. [2]-[4]. Для каждого фиксированного направления в € У1 соответствующий
плосковолновой многочлен Чебышёва ип (х • в) ортогонален в %2(В2) всем

многочленам степени ^ п — 1:

/ ип(х ■ в)Р(х) р(Лс) = 0 VP(x) е ®1-Х. (18)

Как отмечено выше, ортогональные моменты, или коэффициенты Фуръе-Чебы-
шёва an(/, #), как функции переменной д представляют собой
тригонометрические полиномы, причем an(f) € З'^:. Равенство Парсеваля выглядит так:

||/,*2(В2)||2 = Y,(n + l)\\an(f),X2j2
п=0

= 5гЕ(п + 1)/ М/,*)12Л>. (19)

Далее, если {an(#)}£L0 - последовательность тригонометрических

полиномов, удовлетворяющая условиям

aneST±, f;(n+l)||on,if227r||2<oo,
n=0

то (теорема Планшереля) существует функция /(х) Е J£2(B2), единственная

с точностью до множества точек х нулевой меры такая, что an(/, fl) = an(i9),
n = 0,l,....

Ортогональная проекция Proj^ [/] (х) в i?2(B2) функции /(х) € i?2(B2) на
подпространство алгебраических многочленов степени N — 1 совпадает с частной

суммой первых N слагаемых разложения (17),

/.27Г/^-1 \

ProjN[/](x)= / 52(п + 1)ап(/,0)ип(х-О))р(М)9 iV = l,2,...,

и, в частности,

оо

**[/] = J £ (" + 1)IM/),#22JI2- (20)
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2.2. Моменты радиальных, гармонических и плосковолновых

функций.

Лемма 1. 1) Если/(х) = д(\х\2), где д(х) €^?2(0,1) ид(х)* =Д) £ gj„{x)
i/=0

- ряд Фуръе-ЛежандрЪ функции д(х), то

a2u+iU) = 0; в2„(/) = -==, ^ = 0,1, (21)
у2*/ + 1

2) Если/(пр) = /(0)+ £ rn(/(-n)e-'n* + /(n)ein<^), 0 ^ г < 1, - стандарт-
п=1

woe представление гармонической функции f = /harm € i^2(B2) в полярных

координатах х = гу>, шо

во(/) = /(0), an(/,t?)=^("n)e"in^y(n)e1^, п = 1,2,.... (22)
п + 1

3) Пусть ш{х) := -у/Т^Р, \х\ ^ 1, W(x) € -2*(-1,1) и

7Г

S£2( — l 1Л «^2. v

w(«) - £ w»««(*)
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Те же равенства вьшолнены и для всех т > п. В самом деле, для каждого

фиксированного |х| = г ^ 0, ип(х • в) — un(r cos (tf — <р)) - тригонометрический
полином переменной <р порядка п, так что

/ un(rcos(д - (p))e±tmipdip = О, если т > п.

Jo

Итак, для доказательства (22) нужно рассмотреть лишь случай т — п.

Обозначим Тп(х) := cos (п arccosх), \х\ ^ 1, гс-й многочлен Чебышёвапервого
рода. Тогда щ(х) = То(х), ип(х) = 2 £ Тт(х)дляп ^ 1, иТ„(х) =

0^m^n(2)
2п-^ + д(аг),гдед(аг) € 0*_2. Поэтому ип(х) = г71-1*"*?!^),^) € ^_2
и для фиксированных п^1,г>0и$

г/п(г cos (# - <р)) = 2n(r cos (# - y?))n + *(e^) = 2rn cosn(tf - ip) + hie**),

где£,*1 € &n-2- Следовательно,

f Пun(rcos(0 - <p))e±in<^/i(d^) = rne±in*

и

/ p±(x)ti„(x.0)ji(*c) = 2 /" r(f *rne±in*un(rcos(ti-<p))fi(d<p)}dr

откуда следуют соотношения (22). Заметим также, что для / = /harm € if2(B2)1^

11/;*2(в2)ц2= f; Ш^!!.^-^
n + 1

Наконец, обратимся к утверждению касательно плосковолновых функций.

Для фиксированного х, ип(х • в) как функция д - тригонометрический полином,

ип(х • в) € &„:. Поэтому, согласно (16),

Г2п
V

/ —гт^п{д - ip)un(x • в) ц(йд) = —^run(x • <p),
Jo n + 1 n + 1

и (23) вытекает из (17).

'Само по себе условие /(х) € i£ (В ) еще не гарантирует существования граничных

значений f(0).
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2.3. Доказательство теоремы 1.
N

Рассмотрим теперь функцию вида R(x) = ]Г И^(х • 0j) е if2(В2). Тогда
j=i

моменты Д(х) представлены линейными комбинациями сдвижек ядер Дирихле

1
N

v

MM =

—^ £и^,пДп(<?-<?;), (24)

где через Wj>n обозначен п-й коэффициент Фурье-Чебышёва функции Wj(x) €

i£2(—l, 1), см. (23). Ниже мы воспользуемся векторными обозначениями:

N
у

N

^n:={^i>n}f=1€CN, |И^|2:=£|И^,П|2, С/.? = 5>^;

пусть, далее, @п($) обозначает симметрическую матрицу {@n(^j — ^fc)}jjk=i> а

@n(t?) := Эп(#) - £>n(0)J^ = @n(t?) - (n + 1)J?, где J? - N-я тождественная

матрица; z* -

сопряженное комплексного числа z.

Лемма 2. Пусть п -

целое неотрицательное, ЛГ -

натуральное, д =

{'Oj}^ € RN, где dj попарно несравнимы по mod7r. Пусть далее а{д)
фиксированный полином класса St*1, а(д) := {aitij)}?. Тогда

1) «2П[М1 = min
vSecN

N

.7=1

(25)

2) Пусть w = {wj}^ обозначает вектор оптимальных весов, или, что

то же самое, минимизирующий набор экстремальной задачи в правой час-

ти (25). Тогда w удовлетворяет следующей системе из N линейных

уравнений:

N

Y,™jDn(dk-#j)=a(dk), k = l,...,N, или 9n($)uf = a(tf). (26)
j=i

3) rank9n(t?) = dimSpan{@n(tf-tf;)}£=1 = min(iV,7i + 1). (27)

4) an[o,tfl = 0, n < N - 1; 2п[а,Щ = ф\а,Х§п\\2 - г/Ь a*(tf), n ^ AT. (28)

5) sup \\#n(t?)||,2^2 = C{d) < oo, (29)
n

т.е. /2 *-* l2-норма матрицы ©n(t?) ограничена равномерно no п.
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Доказательство. Прежде всего,

N
II I Г2п

N

«W " £ wiD*W -Щ = sup / a(tf)T(t?) #i(i») - £ u/ilW

Это соотношение вытекает из (16):

как резонансный случай неравенства Копш. Итак, (25) вытекает из определения

£„[аД
Далее, (26) следует из (25), так как

/»27Г

/ Dn{d - ^)ЛП(0 - 0*)/i(<W) = £>п(<?; - **),

/7ra(i?)Dn(^-t?fc)/x(di9)=a(t?fc).

Система (26) совместна для любого полинома а{в) € Э'^. Так как dim &*■ =

п +1, то, используя лагранжеву рштерполяцию по системе узлов t?, мы заключаем

отсюда, что

rank@n(<?) = dim{9n(i?)uJ: u/ € CN)
= dim{a(t?) : a(t?) € ^f } = min(N,n+ 1).

Далее, dim Span{Dn(tf—tfj)}^! = rank @n(t?), так как @n(t?) есть матрица

Грамма системы {Dn(d — ,dj)}jL1. Это завершает доказательство (27).

Поскольку Span{Z?n (#-#,-)}jLi = &п дляп ^ N— 1,равенства£1п(<*>•>"&) = О,
п ^ N — 1, являются следствиями из (27).

Замечание. Линейная независимость системы сдвигов {@n(tf — ,dj)}jL1 для

п ^ N — 1, и (27) - известные в литературе результаты, см., например, [2].
Равенство

N

(£„М)2 = min М - 5>i0n(*-*j), ^2(»2)
*€*П j=1

2

= ||a,^r-«J-a*W

есть следствие из (26). Наконец, элементы матрицы @^(#) ограничены сверху

величиной maxj^fc | esc (dj — t?*)l> откуда и следует (29).
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Теорема 1 вытекает из равенства Парсеваля (19), утверждения 3) леммы 1, (23)
и определения величин «2п[а, щ. В самом деле, согласно (24) гс-й момент рельеф-

N

ной функции R(х) = ]Г Wj (х-Oj)- линейная комбинация сдвижек ядер Дирихле,
i=i

A w-
an(i?,t?) = ^^>JDn(i?-t?i), ti;iin:=—*£ j = l,...,AT. (30)

j=i

Поэтому выбор оптимальных волновыхпрофилей Wj (х) для данной /(х) Е S£2 (В2)
и невырожденного набора направляющих углов д = {'0j}jL1 € RN может быть

выполнено за три следующих шага.

Шаг 1. Нахождение точечных значений чебышёвских моментов:

a>n(f,dj) = /(x)un(x-0j-)/*(<**)> j = l,...,iV, n = 0,l,....

Шаг 2. Решение системы из N линейных уравнений для каждого

фиксированного п = 0,1,...:

N

Y^ Dn^j - 0*Н\п = an(/,tffc), A; = 1,... ,ЛГ,
j=i

относительно неизвестного й/п = {wj,n}£Li- Заметим, что все эти системы

совместны. Однако при п ^ N — 2 ("низкие частоты") решение не единственно, и

единственно, еслип ^ N
— 1 ("высокиечастоты").

Шаг 3. Пусть

оо

Wifc) := Yl (n + l)wj,nun(x), j = 1, -..,
iV.

n=0

В силу неединственности на шаге 2, оптимальные волновые профили Wj(:r)
также всегда неединственны, если только N ^ 2. Однако нетрудно видеть, что

имеет место "единственность с точностью до низких частот" - в

ортогональном дополнении ±2?2N_l := i?2(B2) © ^v-i подпространства алгебраических
многочленов &%_^ во всем пространстве Ьв2(В2). Поэтому набор оптимальных

волновых профилей {Wj(x)}f = {И^(/,#,х,#)}^, т.е. минимайзер в задаче

3#лг(/ ~ Projjyf/], i9), является единственным.

В следующем утверждении мыиспользуем обозначение W(x) = {Wj (х)}^ для

набора, состоящего из N функций одной переменной, и далее,

SM[W] :=

N

53(<?м[^(х-^)])2 =
\ 3=1 \ п=М

Y, \Wn\2, М = 1,2,...
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Теорема 4. Допустим, что компоненты dj вектора д € RN попарно
N

несравнимы по mod7r, и пусть Д(х) = £ Wj(x -0j). Тогда
i=i

*Af[^]=(l + 0*(^))*M[Hl, М^оо;

«м[#] ^ С(ё)*м[Щ, М > N - 1,

где постоянные в Og и С{д) зависят лить от д.

Далее, оператор

II N

WN: Дх) » WN(f) = {Wj(f,x)}?=1 :=argmin /(x)-£ И^(х.^),5?2(В2)
II j=i

является корректно определенным, линейным и ограниченным из ±&%_1
2

в ^(jjtN, где oj(x) = —

v 1 — х2 г*
7Г

£,,* := Ы(х) = {И^(*)>^1 : \\W,2„,n\\ = £||^(*),J*f2(-l,l)|| < <*>}•
Доказательство. Согласно (20) и (30),

°° - <-
v v

(Sm[R])2= ^(п + 1)||ап(Д),^|Л2= £ ^±Wn-W*n
п—М п=М

-£(!*.!•-£$*.•*:)
п=М ^ '

= №,[w])2 - ^ ^у^п • ж;, (32)

п=М

71=М

а используя (32), мы далее имеем

откуда и следует асимптотическая формула в (31). Отсюда, конечно, вытекает и

оценка §м[W] ^ С{д)§м[Щ для всех достаточно больших М ^ Mo(t?). А чтобы

установить, что эта же оценка верна и для всех оставшихся М, т.е. для N — 1 ^

М < М${д), заметим, что согласно (27), при п ^ М ^ N
— 1 все матрицы @п ($)

являются строго положительно определенными, так что (ср. (32))

M<n<M0(i?) М<п<М0(#)

Доказательство утверждения 2) аналогичное, и мы опускаем детали.
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N

Замечание. Если Д(х) = ^2 Wj(x • 9j), то очевидно, что

N

Верно также, что если Я(х) € S£2(В2), то и все слагаемые Wj (х • 0j) также
принадлежат if2(В2). Однако легко видеть, что при N ^ 2 невозможно оценить

нормы И^- (х • 0j) только в терминах суммы R. В самом деле, множество рельефных

функций класса 1V(d) содержит "ядра" типа 0 = ^ Р>(х • Oj), где {Pj(x)} -

i=i

нетривиальные наборы многочленов одной переменной степени N — 2.

Итак, (31) -

корректная форма оценок "обратного типа" для плосковолновых

компонент Wj(x • Oj) суммы Д.2)

2.4. Равнораспределенные квадратуры и рельефные
аппроксимации. В этом разделе мы рассмотрим равнораспределенные квадратуры и

докажем соотношения (13) в теореме 3 для равнораспределенных рельефных аппрок-

симадий /гаа и /harm- Здесь мы будем считать, что dj =
—, и наша цель

- явное

решение всей серии оптимизационных задач £b^N[a], см. также [2] и [6].
Рассмотрим спектральную матрицу, составленную из коэффициентов Фурье

чебышёвских моментов an(/, fl) данной функции /(х) € S£2(В2):

^(/) := {{Sm,n(/)}|m|^n(2)}r=o' «»(/■*)= £ am,n(/)eim^. (33)
)m|^n(2)

Для фиксированного п обозначим а = an(/) = (am,n)|m|<n(2) w-й столбец

матрицы ^(/); |а| := /£|am,n|2 = ||an(/),^2irll- Оптимизация квадратуры

Y|m|<n(2)
/•27Г

для восстановления функционала / a($)T(t?) eft? по значениям в

равнораспределенных узлах двойственна следующей аппроксимационной задаче для вектора а:

gf?[a\ := min{|a - с| : с/
=

cm, / = m(2iV), |Z|, \т\ ^ п(2)};
c(S,AT):=arg^if(a).

Геометрически, эта задача решается ортогональным проектированием в /2

вектора а на подпространство векторов с, координаты которых cm, \т\ ^ гс(2),
периодичны с периодом 2N или, что то же самое, постоянны вдоль арифметических

'Представляется интересным выяснить, выполнены ли оценки такого типа для

функциональных норм, отличных от ЬВ (В ).
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прогрессий mod 2N:

-<*•">=га „!:„,-
8(m,n,N) :=

\п + т

[ 2N
+

п — га]
2N \

(34)

+ 1, Н^п(2),

([х] обозначает целую часть х € М1). Оператор Cjv,n * Sn i-> с(а, AT) рассеивает
координаты ап. Как легко видеть,

c(a,7V) = a, n^N-1; а - c(a,iV) J_ с(а,ЛГ). (35)

Лемма 3. 1) Пусть (см. (34))

В(а,ЛГ,0):= 2 cm(a,iV)e'm*.
m€(-N,iV],|m|^n(2)

Тогда набор оптимальных весов w(a,n,N) = {wj}^ и оптимальная

погрешность равнораспределенной квадратуры могут быть найдены из

соотношений

W]
N

' J~1'---,JV'
(36)

<2°*М = ^if[S] = v/|a|2-|c(S,iV)|2.

2) Для /(x) e ^2(B2)

а если /(x) €x ^2V_1, mo оптпил<оль«ме профили (высокочастотные)

W(x) = {Wj(x)}? = argminll

(37)

TV

/(xJ-J^x-e,-)

определяются суммами рядов no многочленам Чебышёва второго рода

n=7V

(38)
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Доказательство. Нетрудно видеть, что

N

^2eim*iDn(0k-0j) = N5{m,n,N)eirn»b;
i=i

1
N

i=i

Поэтому соотношение w = —-B для оптимальных весов вытекает из (26). А

равенство £opt[a, #] = <£дг|£[а] является следствием из (28) и (35); соотношения (37)
и (38) следуют из (6), (36) и (30).

Теперь мы можем завершить доказательство соотношений (13) в теореме 3.

Согласно (21), моменты an(/rad) -

постоянные, причем а,2и+i(/rad) — 0.

Поэтому для четных п

am,n=0, m#0; а0>п = ап; S(0,n,N) = 2 [JL] + 1; B(tf) = ^^y

n = 2(qN + m), m = 0,1,... ,JV — 1, g=l,2,

Пусть en := (<§W[/])2, wn := (rc + l)|an(/)|2; заметим, что un = 0 для нечет-

OO

ных п. Тогда в силу (20) £jv = $2 <5п,и, используя (37), мы имеем

n=N

Wl/])2=E(" + 1)W(Sn])2

п=ЛГ
^ L2NJ + Х

g=i
^ + 1

n=2gN

ОО л ОО

g=l
*

g=l

откуда и следуют соотношения (13) для /гад.
Нетрудно также найти и явное представление минимайзера

II N

W(x) := argmin /rad - £ Щх • Oj)
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Если /rad = #(|х|2) и д(х) -' £ £п *п(я) -

ряд Фурье-Лежандра функции д,
п=0

то

Далее, согласно (22), an(/harm>tf) := /Зе"1"^ + 7еШ1?' В этом случае

а(-п) = /?, а(п) = 7; 2(0 = 0, |/| < п(2), <J(±n, п, #)=[£]+!>
(|/3|2 + М2) —^-7, если n = gN + m, т = 1,... ,ЛГ - 1,

?dif[an])2= ^
9+1

|/?|2 + |7|2 ~
'"

', V , еслип = дЛГ, g = l,2,..
<7+1

В частности, (&${[а.п]) ^ |(|/?|2 + Ы2) Для п ^ ЛГ + 1. После этого оценки (13)
для ЗЯ^у [/harm] доказываются так же, как и в только что рассмотренном случае

^/yfl/radj-

2.5. Доказательство теоремы 2. Восстановление интегралов. Сначала мы

установим нижние оценки величин <2opt[l] в (11).
N

Основная идея в том, что линейные комбинации ^2 WjDn^i(d — dj) малого

числа сдвигов ядер Дирихле высокого порядка - всегда быстро колеблющиеся

функции, и поэтому не могут приближать медленные полиномы а(#),
например, постоянные = 1. Запишем такую линейную комбинацию в следующем

виде:

^2 WJ Smn^ItfA = FW sin пд - GW) cos ш? = H(ti) sin (m? - Ф(0)), (40)

где

V(A\ ._ ST Wjcosntij _

Л wj sin ndj
W -

fri sin (tf - t?,)
' °W -

£ sin (rf - *,)

G(0)
Ф($) := arctg

F(0)'

иЯ(|)) = y^F2(t?) + G2(t?). Введем в рассмотрение множества

<£_ := {t? : t? € [0,2я-), sin(m? - Ф(0)) < 0}, S+ := [0,2тг) \ £_,

9+ := {y>: у) = nd - Ф(0), tf e £+},
#_ := {<£ : sinv? ^ 0, (p € [0,27rn)},
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и докажем следующие оценки для мер Лебега:

,
2тгАГ 2nN

\meas§± - тг < = . (41)
п п

Интерпретация этих оценок такова: Ф(#) есть "медленное" возмущение функции

ш?, если п существенно больше чем N. Далее, достаточно установить лишь од-

2тгАГ
ну оценку meas<£_ ^ 7г , поскольку <g+ U <£_ = [0,27г), <§+ П 8- = 0, а

п

2irN 2-jtN
"обратные" оценки meas <§+ ^ 7г , meas <?_ ^ 7г Н выполнены в силу

п п

симметрии.

Пусть N(t) обозначает индикатрису Банаха функции Ф(#), т.е.

N(t) := #{tf € [0,2тг) : Ф(0) = «}, |*| ^ |.
По определению Ф($), N(t) равна числу решении д € [0,27г) уравнения G(d) =

(tg £)#(#). За исключением разве лишь одного значения t, N(t) ^ 2N — 1,
поскольку нетривиальный тригонометрический полином порядка N

- 1 не может

иметь более 2N — 1 нулей на периоде. Следовательно, период может быть

представлен как объединение М ^ 2N — 1 попарно не пересекающихся интервалов
м

[J Ik и Ф(#) монотонная и абсолютно непрерывная на каждом из Ik- Учитывая
*=1

7Г

также, что |Ф(#)| ^ —» получаем:

meas <!?+ ^ п meas §+ — Мк ^ п meas <?+ - 27riV + 7г.

С другой стороны,

#_ П ^+ = 0, #- U ^+ С (~ , 2тгп + |) ,

meas^_ + meas<^+ ^ 27гп -f 7г, meas^_ = 7гп,

и, таким образом, meas &+ ^ 7га + 7г. Сравнивая полученные оценки, мы заклю-

2nN
чаем, что 7га + я" ^ nmeas<§+ — 27riV + тг, или meas<?+ ^ 7г Н . Как уже

п

говорилось, отсюда вытекают оценки (41).
Значит,

Г2тг / JV \ 2г2тг /
iV \ -

/ [1 - Я(0) sin (ш? - Ф(г?))] р(<Ю)
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а поскольку величина в правой части не зависит от выбора w и д, это завершает

доказательство нижней оценки i2opt [1] в (11).
Оценки снизу величин ffi%[fTad] в (14) вытекают из (7), уже доказанных

нижних оценок для i2°p^[l] в (11), а также оценки (13), т.е. сравнения ^^[/rad] и

<§2iv[/rad]-

оо

\2(^[/rad])2^ Е (2m + l)|a2m|2(«)N[l])2

>\ E(2m + l)|a2m|2(l-^)m=N

М - N ^

M~N(o г/ 1\2
= SUP 9Л// (^2Af/radJ)

А теперь обратимся к верхним оценкам величин ,2°р^[1] в (11) (предлагаемый
ниже метод не применим к задаче рельефной аппроксимации, поскольку раСПре-

деление узлов оказывается зависящим от п). Пусть /х := — + 1, / := /г
— JV,

flj = #\n' := —, j = 0, ±1,... . Рассмотрим "неполную" квадратурную формулу
А*

прямоугольников с узлами {dj},j = 1,..., AT, и постоянным весом Wj := \j\i.
Идея формул такого вида была высказана Е. А. Рахмановым (частное сообще-

7Г?

ние). "Расширим" эту формулу, добавив к ней / дополнительных узлов dj := —,

j = N +1, N + 2,..., fji. Так как

1 V---4 2nimj

= e e*«*±:£e-* =i

|mK|x-l *S=1

то расширенная (полная) формула прямоугольников точна для всех полиномов

класса 3"^. В частности,
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Далее,

j=N+l |т|<м-1 j=AT+l

|m|^/x-l

где um = tzm,j
-

унимодулярные комплексные множители, т.е. |um| = 1, так что

i=JV+l 'I
|m|</i-l

= 2£l>2_1(t?m)-£2-i(0)
т=0

= 2^- /"
*

D^lfi) dd-l2 = 2ц1 - I2.

Отсюда следует, что

2"'w4 < ^i, d"(* - "i)' *i * й=f^-Ш-
что и заканчивает доказательство оценки сверху в (11).

Коллапсированные квадратуры ирельефные функции. Перейдем к

оптимизации коллапсированных квадратур и рельефных функций, см. (1) и (9).

Лемма 2.4. 1) Пусть а(#) = X] ameim* е &£. Тогда
|m|^n(2)

££*[*>¥>] = min / 2 |Sm-P(m)e-^|2 (42)

В частности, для if = О задача об оптимальной полностью коллапсирован-

ной квадратуре двойственна наилучшей дискретной алгебраической
аппроксимации в метрике I2 последовательности данных {2m}|m|^n(2):

£i£N[a,0]= min / £ |Sm-P(m)|2
P€9,"-lV|m|<n(2)

(43)
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2) Пусть {Wj(x)}jL1, \х\ ^ 1, - произвольный набор достаточно гладких
ОО V

функций одной действительной переменной, и Wj{x) = ^2 Wj^nun(x) - ряд
п=0

Фурье-Чебышёва функции Wj(x). Тогда

в»(Е(£У"1^х-^*)=^ ^ Р(т)е***-"\ (44)

гдеР(х):= £ W^.n**"1.

3) tfi/сть /(х) 6 -S?2(B2) « а„(/,#) = £ Sm>n(/)eimi9 - чебышёвские

|m|<n(2)
моменты функции f. Тогда

ЗД/,о] =

N
£(n + l) min j; |2m,n(/)-P(m)|2. (45)
n=N p€3>N-l |m|^n(2)

Доказательство. 1) Зафиксируем алгебраический многочлен Р е 9"п-\ и

тригонометрический полином Т € £?„. Имеем:

j2jT{d)a{d)li{dd)-p(^jT{4>)
= Г Г(0) (а(0) - Y, P(™)eimV-*A n{dd);

J° V
|m|<n(2)

'

sup \F Т(Щаф)р№-р(^Т{А
= |L>)- £ P(m)eim<*-*\22„

"
|m|j£n(2)

откуда (42) следует с помощью равенства Парсеваля и минимизации по всем
многочленам Р € 5*Jv_i-

2) Применим почленное дифференцирование по угловой переменной <р в

разложении

W(x-<p) = J"Г£ Wn9n(d - ip)un(x • 0)jii(dd).
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Тогда

п=0

У° n=0 ^|m|^n(2) '

откуда вытекает (44).
3) (45) есть прямое следствие (43) и (9).

Лемма 5. Для каждого набора из N точек на единичной окружности
Z = {zj}^, \zj\ = 1, в комплексной плоскости и каждого натурального т

найдется многочлен P(z) = Pz(z), обладающий свойствами

2N

P(*)*9mN> Р(0) = 1, Пу)=0, j = l,...,tf; max\P(z)\^e^. (46)
|z|^l

В частности, для п^ N и фиксированных комплексных /3, 7

_4JVf

_8N2
(47)

aTN№n* +7e-in"] ^ \/|/3|2 + |7l2e-V.

Лемма 6. Пусть n^£ N и /3, j - комплексные числа. Тогда3)

= min Ь ~ P(-n)|2 + £ |P(m)|2 + |7 - Р(п)|*, (48)
P€^iV-lY |m|<n(2)

w, далее,

2c*N[0ein*+ie-in\O} ^ ч/|/3|2 + |7|2 min(l,v^e ^),
n ^ ЛГ > 5.

(49)

'Задача о структуре минимайзера в задаче &°£н[е ] остается открытой. В

частности, представляется интересным выяснить, могут ли полностью коллалсированные узлы

решать точную оптимизационную задачу, т.е. -S°p)y [е ] = «2^ /Ле ]•
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Доказательство леммы 5. Мы воспользуемся известным решением

задачи, поставленной, по-видимому, Г. Халашем. Требуется найти величину

кт := min max \p(z)\, где ^&°> := {p(z) € 9т, р(0) = 1, р(1) = 0}
р€ <3,(i,o) |*К1

и экстремальный многочлен, для которого достигается min. Точное решение

/ тг \m+1
этой задачи было найдено в работе [8]: 7т = ( sec — — 1 , причем инте-

V 2(т + 1)У
ресно заметить, что экстремальным в этой задаче является соответственным

образом нормированный многочлен Чебышёва первого рода. Для нашей цели доста-
2

точен упрощенный вариант, а именно, оценка кш ^ 1Н . Она была установлена
m

N

Х.Л.Монтгомери (см. [7; гл. 5]). ПоложимР(г) := fj p(zz~l)> гдер(г) G 9т

- m-й экстремальный многочлен в задаче Халаша. Тогда

Р(*) € ^mN- Р(0) = 1, P(zj) =0, i = l iV;

max \P(z)\ ^ (Km)N ^ 1 + - ) ^

что и доказывает (46).
Любой тригонометрический полином Т(г?) € l(^t) представляется в виде

T(tf) = e~ini9P(e2i0), Р е В(0»*), и соответственно этому

Г2тГ N
^

,)/ Г(*)е-*»*м(Л»)-Е^П^)Jo
3=1

= Р(0) - 2>,-е-^)Р(г,-), *,- := e2i"i. (50)£

Отсюда легко вытекают равенства

Нижние оценки в (47) вытекают из (46). В самом деле, пусть т := \— .

Для данного набора узлов Z = {zj}^, \zj\ = 1, рассмотрим многочлен П(г) :=

2N

е""^ГPz(z), где Pz(^) обладает свойствами (46). Тогда П Е ^^ С 0^,
U(zj) = 0, и П е В(^), поскольку |П(^г)| ^ 1, \z\ ^ 1. Следовательно, для

любой квадратуры с узлами в точках набора Z и произвольными весами мыимеем

2N AN^

Щ0) — S ^П(^) = П(0) ^ е~"^~ ^ е~~^~, п ^ N, откуда и слецует оценка
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2°^[1,В(0*)] ^ е"^". Далее, нижняя оценка для £0»*„[Ре{п* + 7e"in,?]
следует путем расщепления полиномов Т(#) € ^^ на две части Т+(#) :=

£ f(rn)eirn#, Г_ (t?) := Г(#) - Г+ (i?) и последующей редукцией к нижней

0^m^n(2)

оценке «2^(1, 1(0** /2)]- Детали мы опускаем.

Доказательство леммы 6. Прежде всего, (48) есть частный случай (43).
Далее, пусть Хм(я) = cos(M arccosrr), х € [—1,1],- многочлен Чебышёва
первого рода, М = N - 1 или М = ЛГ - 2, и

р м(х).-
r*((i+aa

Р„,лг(х,/3,7) :=
7

^
' PPn,iv-i(x) + 1

\) PPn,N-2(x).

Эти многочлены принадлежат &>1N_l, и поскольку Рп,м(1) = 1> -Рп,м(—1) =

(-1)м, мы видим, что Рп,лг(-п,/?,7) = /?> Рп,лг(п»/?>7) = 7- Для М ^ п - 2

имеем \Тм ( ( 1 Н— I — 1^1, так что соотношения (49) вытекают с помощью

оценок

YL 1^п,м(ш)12^ Z""1 ^4(п-1)е"^Г,
|m|<n(2) м^ +«'

4(ЛГ-2)

£ |Pn,N(m,/3,7)|2 ^ 2(п - 1)(|/3|2 + b\2)e~^Tt
|m|<n(2) _2ЛГ

^ 2п{Щ2 + \у\2)е 7К, ЛГ^5.

Выше мы воспользовались хорошо известными представлениями и оценками

многочленов Чебышёва Тм (х) для ж > 1:

™ , , (аг -К Vx^^l)M + (g - у^"^Т)м
JmW =

2

Соотношения (47) и (49) влекут утверждение (12) теоремы 2. Из них же следует

и (15) в теореме 3. В самом деле, пусть 6п := y/\0n(f)\2 + |7п(/)|2- Тогда в силу

(7), (20) и (47) имеем:

оо оо
2

(*&1/])2> £(n + l)(a?„[^e*»* + 7«e-ta*])2> ][> + 1)<£е-^

^е"16 £(п + 1)<52=е-16(^2[/])2.
n=N2



Линейные и нелинейные методы рельефной аппроксимации 191

Это доказывает нижнюю оценку &%[fhaxm] в (15). Наконец, для М ^ N ^5

W[/, О])2 = f) (п + 1) {3%N\pnJn* + 7ne-in", О])2

^ ^ (n + l)£2min(l,2ne 7*)

2N
М °°

^ 2Ме 7Я J2 (п + х)*п + £ (n + 1)(5"
n=N п=М+1

2JV

^2Ме 7m(<?n[/])2 + ((?m+i[/])2.

что завершает доказательство теоремы 3.

2.6. Комментарии. Представляется трудным указать на литературный

первоисточник, в котором сформулирована общая задача рельефной аппроксимации.

Для автора данной работы одним из таких источников служила статья [3].
Различные аспекты этой задачи являются естественными составными

частями многих теоретических и прикладных тем, например, трансформации Радона и

томографии [4], [2], уравнений математической физики, геометрии, см. [9].
В недавний период многие исследователи проявили интерес к рельефной

аппроксимации с ограничениями того или иного характера, которые

накладываются на профили волн. Сюда относятся и некоторые варианты аппроксимации

так называемыми "нейронными сетями", где профили Wj (х) представлены
кусочно постоянными функциями или более гладкими сплайнами, см., например, [10].

Следует заметить, что остается практически полностью открытым широкий

круг задач рельефной аппроксимации, свободной и с ограничениями, в метриках

функциональных пространств отличных от if2, в частности, равномерной
метрике $£°°. Весьма интересными и трудными представляются обобщения для

функций более чем двух переменных, см. [11], [12].
Свободная рельефная аппроксимация, в частности, сравнения эффективностей

@%[f] с gN[f] H@*$[f] обсуждались Д. Л. Донохои И.М. Джонстон [б]. В [6; с. 73]
было высказано предположение, что равнораспределенньье волновые векторы

оптимальны в задаче ё%*Т для всех /гаа и /harm (для краткости мы ниже

называем эту гипотезу (eq)). Заметим, что в [6] рассматривается аппроксимация в

весовом пространстве S£%, (К2) с двумерным весом Гаусса w(x) := е-*'*' :

Я%№1(*2)]:= infM//y |/(х)-Д(х)|Мх)^х.

Сильная форма гипотезы (eq) формулируется в виде равенств £%%[f, i?£(R2)] =
^/?[/> -2££(*2)]: эти равенства должны быть справедливы для /гаа и Дarm При

всех JV.
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Ослабленная версия гипотезы (eq), относительно порядков рельефной
аппроксимации /rad в метрике i?2(B2), подтверждается теоремой 3 настоящей работы

(см. (13) и (14), следствие 1, а также [5]).
Напротив, (15) означает что для /harm и метрики i?2(B2) гипотеза (eq)

принципиально не оправдывается.

(15) по-видимому представляет собой новый эффект в задачах нелинейной

рельефной аппроксимации. Полная свобода в выборе N волновых векторов

действительно приносит большое преимущество в порядках приближения.

Гармонические функции составляют широкое нетривиальное множество, для которого
проявляется этот эффект.

Верхние грани величин 9}*^ (/) на классах типа Соболева изучались В. Е.

Майоровым [13], [12] и В.Н. Темляковым [14]. В недавней работе [12] Майоров
рассматривает рельефные аппроксимации на классах функции W^ в единичном

шаре Bd, d ^ 2, d-мерного евклидова пространства Rd:

d\st{WZ>d,WN;X2(Md)):= sup Я%[/\;

Щ* := {/(x) : max 119*7; J*?2(B«)|| ^ l}.
В [12] установлен, в частности, улучшенный вариант более ранних результатов из

[14] и [13], которые касались только функций двух переменных, т.е. d = 2. Главный

результат [12; Th. 1]: выполнена точная порядковая оценка

dist(WZ'd,WN,X2(Md)) ~ iV"^T, N -> оо.

Возвращаясь к гипотезе (eq), отметим, что известны контр-примерыи к ее

сильному варианту в случае / = /rad (см. М. Е. Дависон и Ф. А. Грунбаум [2; с. 104]).
Существуют радиальные многочлены Р(|х|2), degP = 2,3,... такие, что для

рельефных аппроксимаций в весовых пространствах if2 (В2) выполнены строгие

неравенства

Я£[Р(|х|2)]<Я?[Р(|х|2)],
гдео;(х) = (1 —|х|2)л,х € В2, - вес типа Гегенбауэра. Например, оказалось, что в

точном решении экстремальной задачи Й#2Г[1Х14 — |х|2, !£2(В2)], угол между
оптимальными направлениями в\, 02 есть #2 — $i = arccos w|, т.е., во всяком случае,

оптимальные векторы в\, 02 не перпендикулярны друг другу, см. [5]. В терминах

оптимальных квадратур этот результат означает, что в случае только двух узлов

и класса полиномов В(^4 ) выполнены строгие неравенства iS^'W < ^42W»
или, что то же самое,

a5pt[i,B(^2)]<a?[i,B(^2)]. (5i)

Выше Ш(3'п) - это единичный шар в Ьв^ подпространства &п всех

тригонометрических полиномов порядка п. При этом нетрудно видеть, что £1*$г[1,Ш(&п)] =
^[1,В(^)]:=а^>ЛГ[1].
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Проблема Колмогорова-Никольского имеет длительную историю, см. [1],
[15]—[17]. В 60-х-80-х годах существенные усилия были сосредоточены вокруг

гипотезы (eq) для квадратур: равноотстоящие узлы и формула прямоугольников

7= 1
N '

r2n

оптимальны для восстановления интегралов J f(d)^i(dd) на всех

периодических классах Wr(&2n)i 1 ^ Р ^ оо. Дляр = оо и всех натуральных г ^ 4

(малые г = 1,2,3 были рассмотрены еще ранее) справедливость этой гипотезы

была установлена В. П. Моторным [16]. В последствии А. А. Женсыкбаев [17]
распространил этот результат Моторного на все ре [1, оо). Для больших индексов

дифференцируемости г (фактически, для г ^ 4), одна из трудностей заключалась
в существовании оптимальных наборов узлов, т.е. доказательстве, что узлы не

коллапсируют.

С целью найти границы для гипотезы (eq), автор [18], [19] рассмотрел такие

модификации периодических классов Wr(&2n):

а)™*- <i,

\м)где Р ( — 1 - фиксированный дифференциальный оператор. Оказалось, что

ответ качественно зависит от спектра этого оператора. В частности, для классов

типа ||/"($) + uj2f(d), &2п\\ ^ * (колебательный дифференциальный оператор)
гипотеза (eq) не справедлива, по крайней мере для малых N. Соотношение (51)
доставляет другой контр-пример для класса В( ^)-

Нижние оценки величин «2^* [1, В( &п)] и их многомерные варианты (полиномы
нескольких переменных) были получены В.Н. Темляковым [20]. Основываясь

на результатах B.C. Кашина [21] (см. также [22]), в [20] доказано, что если

N ^ (1 — е)п, где е > 0, то величины S^>t[l,B(^n)] ограничены снизу, т.е.

£°£*[1,Ш(&п)] ^ с£ > 0. Используя этот результат, в [5] автор доказал, что

Ve>0, Эс£>0: @%(fiad) Z се <^2(H-e)iv(/rad)-

(11)и(14)- более явные варианты этих результатов.

Предварительные верхние оценки правой части (48), основанные на

использовании многочленов Чебышёва Тд/(х), появились в обсуждениях с коллегами

автора в университете Южной Каролины (USC) П. Петрушевым, Б. Поповым и

О. Трифоновым. Более точный результат типа (49) был позже сообщен И. И. Ша-

рапудиновым. А недавно, используя дискретные многочлены Чебышёва, Шара-
N

пудинов [23] доказал, что условие —7= ->■ оо необходимо и достаточно для того,
у/П
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чтобы

Д^[1,В(^]= min
, (l

- р(о))2 + J2 p2(m) -> °-

m=l

(Ввиду этого результата, естественно предположить, что множитель у/2п в

правой части оценки (49) может быть заменен на постоянную.) Отметим, что здесь

N
необходимость условия —= —► оо вытекает также и из более общей нижней оцен-

у/П

ки (47) погрешностей квадратур со свободными узлами.
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О связи между наилучшими приближениями

алгебраическими многочленами

и r-м обобщенным модулем гладкости

М. К. Потапов, Ф. М. Бериша

В данной работе вводится семейство несимметричных операторов

обобщенного сдвига, с их помощью определяются обобщенные модули гладкости и для

них доказываются прямая и обратная теоремы теории приближений.
Библиография: 7 названий.

§1. Введение

Для 27г-периодических функций хорошо известны связимежду r-м обычным

модулем гладкости а;г(/, 6)р+ функции / 6 Lp+ и ее наилучшими приближениями

En(f)p+ тригонометрическими полиномами порядка не выше чем п — 1:

CiSn(/)P. ^ u;r(/, 1/п)Р. ^ С24: £ "г_1ад)Р., (1)

где С\ и Сг - положительные постоянные, не зависящие от / и п (п € N).
При рассмотрении непериодических функций, заданных на конечном отрезке

вещественной оси, уже не удается получить такие же связи между обычными

модулями гладкости этих функций и их наилучшими приближениями
алгебраическими многочленами.

Однако полная аналогия с 2п периодическим случаем имеет место тогда, когда

обычный модуль гладкости заменен обобщенным модулем гладкости (см.,
например, [1]-[4]).
В этой работе доказывается аналог неравенства (1) для r-х обобщенных

модулей гладкости, определяемых при помощи семейства несимметричных операторов

обобщенного сдвига.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследования

(проекте 99-01-00062) ипрограммы "Ведущиенаучныешколы" (проекте 96/97-15-96073).
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§ 2. Определение обобщенного модуля гладкости

Обозначим через Lp, 1 ^ р < оо, множество функций /, измеримых по Лебегу
и суммируемых в р-й степени на отрезке [— 1,1], а через L^ обозначим множество

функций, непрерывных на отрезке [—1,1], причем

Г / Г1 \1/р
I (/ \f{x)\pdx\ , если1^р<оо,

max |/(s)|, еслир=оо.

Через LPt0l обозначим множество функций / таких, что f(x)(l — х2)а Е Lp,
причем

||/||р,в = ||/(х)(1-х2)в||р.

Через En(f)P)0l обозначим наилучшее приближение функций /
алгебраическими многочленами степени не выше чем п — 1 в метрике LP>Q, т.е.

£n(/)p,a=inf||/-Pn||p,Q,

где Рп - алгебраический многочлен степени не выше чем п — 1.

Пусть /1 € N U {0}. Для функции / введем оператор обобщенного сдвига по

правилу

ШХ^ °

п(1 - **)Acos Ф)*» f(1 - Д2)"/2/(Д) COSM(¥?1 ' У) *»'

где

х = cos в\, у = cos £, 2 = — cos </?i,

R = xy + z\/l -x2\J\ -y2 = cos0, . .

sin 0 cos <£ = cos 0i sin t + sin 0i cos £ cos <pi,

sin в sin if = sin 0i sin </?i.

При помощи этого оператора обобщенного сдвига определим r-ю обобщенную
разность по правилу

At(/>*>/*) = btU>x,n) = rt(/,x,/i) - /(х),

Atlf...ftr(/»^.M) = Atr(A?i"1..,tr-1(/»a?»/1).a?.M) (г = 2,3,...)

и для функции / € Z/P)Q r-й обобщенный модуль гладкости по правилу

2r(/,^,M)p,a= SUp ||Atlf...,tr(/>a?>/i)llp,a (Г = 1,2,...). •

|ti|<<5,t=l,...,r
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Полагая у = cost, z = —

cosy?i в операторе rt(/,x,/i), обозначим его через

ту (/, х, fi) и запишем в виде

'.№«."> = ,(1_ia)„/2(1 + i,). /> -«WW-** -

rt^гр ■

где R^ifiHip определены формулами (2).
Определим r-й оператор обобщенного сдвига по правилу

Ty(f,X,fi) =Ty(/,X,/i),

гуь...,Уг(/'х^) = TvATvrX>VT-i(f>x>rf>x>ri (г = 2,3,...)-

Обозначим через DXyUy^ оператор дифференцирования, определяемый по

правилу

сР d
Л*,*,,* = (1 - х2)-^ + (/i-*,-(iy + /i + 2)*)— .

Ясно, что

|(|-хГ«(1 + хГ«|в,,Л = (1 -*)—(! + *)-»|:(i - х)"+,(1 + *Г+1з:-

Будем обозначать

^,„,„/(*) = Dx,»,»f(x),

Drx,^f(x) = £>.,„,„(DZ-^fix)) (г = 2,3,...).

Будем писать, что f(x) € ADr(p, а, /i), если / 6 Lp а, /(х) имеет на каждом

отрезке [а, 6] С (—1,1) абсолютно непрерывную 2г — 1 производную 2г-\^х^
HDlx^f(x)eLPtCt(l = l,...,r).

Обозначим через

Kr(f,8,l*)p,a = fof ГЦ/ - S||,,a + S2r\\DrXtfltli9(x)\\Pta)

АГ-функционал Петре, интерполирующий между пространством LPiQ и
пространством ADr(p, a, /х).
Для f Е L\ytl обозначим через i/(/, я, /х) и Hs(f, х, /х) следующие операторы

Я(/,х)М) = - j\l - У2)-»-1 j\l -z2r[f{z) - C£)dzdy,



где

200 М. К. Потапов, Ф. М. Беригиа

где а = Д/(*)(1 - z2Y dz, со = Д(1 - z2Y dz, и

H6(f,x,p) = -±=г / (sint;/2)-1(coei;/2)-4'-1
Мд) Уо

х / Tu(fyx,fi)smu/2(cosu/2)4^+1dudv,
Jo

к(8)= [ (sinv/2)-1(cost;/2)-4'i-1 / 8ти/2(совм/2)4"+1 du<fo.
Уо Jo

Определим r-ю степень оператора Н по правилу

Я1(/,х,м) = Я(/,х)/х))

Яг(/,х,/х) = H(Hr-\f,x,n),x,ri

= -J\l-y2)-»-1J1(H'-1(f,z,ri-^yi-z2rdzdy
(г = 2,3,...),

где сг = J Hr~1(f, z, р) (1 — z2)^ dz, и r-ю степень оператора ifj по правилу

H1s(f,x,n) = Hs(f,x,ri,

#£(/,*,/х) = Н6(Нг6-г(/,х^),х^) (г = 2,3,...).

Будем обозначать через Рп (х) (п = 0,1,...) многочлены Якоби, т.е.

многочлены степени п, ортогональные друг другу с весом (1 — х)и{\ + х)^ на отрезке

[—1,1] и нормированные условием Рп (1) = 1 (п = 0,1,...).
Через an(f) обозначим коэффициенты Фурье-Якоби функции / € L\^ по

системе многочленов Якоби {Pn (s)}£Lo> те-

а„(/) = I' /(x)P^)(x)(l-a:2)^dx (п = 0,1,...).

§ 3. Вспомогательные утверждения

Лемма 1 [5]. Пусть Рп(х) - алгебраический многочлен степени не выше

чем п — 1, 1 ^ р ^ оо, р ^ О,

а >
—

при 1 ^ р < оо,
Р

а ^ О n/m р = оо.

Тогда справедливы неравенства

\\К\\р,ац < CmWPnW,,*, \\Рп\\Р,а < c2n2"\\pn\\PtQ+p>
где постоянные С\ и Сг не зависят от п (п 6 N).
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Следствие. Пусть Рп(х) - алгебраический многочлен степени не выше

чем п - 1, 1 ^ р ^ оо,

а > — при 1 ^ р < оо,
Р

а ^ О при р = оо.

Тогда

\\Dx^Pn\\p,a ^ Сп2\\Рп\\р,а,

где постоянная С не зависит от п (n G N).

Лемма 2 [6]. Пусть р, 6 NU{0}. Тогда оператор ту обладает следующими
свойствами:

1) оператор ry(f, х,р) линеен по /;
2) T1(f,x,») = f(x)]
3) гу(Р^\х^) = Рп^\х)Рп°^\у) (11 = 0,1,...);
4) ry(l,ar,/i) = 1;

5) если д(х)ту(/,х,р,) € Li,/z для любого у € (—1,1), mo

/ f{x)Ty(9,x,iL){l-x2)*xdx= J g(x)ry(f,x,p,)(l - x2)» dx\

6) an(ry(/,o:,/i))=an(/)P^)(2/) (n = 0,l,...).

Лемма 3 [6]. Пусть даны числар, ц и а такие, что 1 ^ р ^ оо, /i Е Nu{0},

1 и

~~2<a"2^° npi*p=l,

1 /ill

-2^<Q-2<2-2^ ЧП.1<Р<оо,

ii 1
О < а - — < -

при р = оо.

Пусть f £ ip,a- Тогда для 0 ^ |£| < 7г справедливо неравенство

||У«(/,»,/*)||р,а<С(сов^2)2у11/||р,а,
где постоянная С не зависит от jut.
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Лемма 4 [б]. Пусть /г G N U {0}. Пусть функция f(x) имеет абсолютно

непрерывную на каждом отрезке [а, Ь] С (—1,1) производную f'{x). Тогда для

почти всех х Е (—1,1) и всех t Е (—7Г,7г) выполнены следующие равенства

rt(/,x,M)-/(x)= ( (sint;/2)-1(coei;/2)-4'*-1
Jo

rv

x / fu(DX)MtM/,x,/i)sinu/2(costx/2)4/x+1dwdv
Jo

и

Tt(f,x9lA)-Tn/2(f9x,ri = - / (sinv^r^cosv^)-^-1
Лг/2

x / Tu(Dx^^f,x, fi) sin и/2 (cos и/2)4*1*1 dudv.
Jv

Лемма 5. Пусть // G N U {0}, r E N. Пусть функция f(x) имеет на

каждом отрезке [a,b] С (—1,1) абсолютно непрерывную 2г - 1 производную

£S3r/(*). Тогда

1) при фиксированном у € (—1,1) функция ту(/,х,//) юнеет wa каждом

отрезке [c,d\ С (—1,1) абсолютно непрерывную 2г — 1 производную

710 х ^з^г7^/'*'/1);
2) для почти всех х € (—1,1) w всех у Е (—1,1) справедливы равенства

Ty(Dx^^f,x,n) = Dx^^ry(f,x,n).

Доказательство. Докажем утверждение 1). Для г = 1 оно доказано в

работе [6]. Обозначим

_

(1-Д2Г/2С08^1-у) „тФ) ~

(1-х2)./2(1+у)^1-^/(Д)'
где Д, <pi и <р определены формулами (2).

Применяя индукцию, аналогичным рассуждением как в случае г = 1 (см. [6])
доказывается, что функция tpW(x), I = 1,..., 2г — 1, абсолютно непрерывна на

каждом отрезке [c,d\ С (—1,1). Воспользовавшись теоремой Лебега, при
фиксинг-!

рованных у их получаем, что существует конечная производная 2r-iTy (/> х> /-*)
- абсолютно непрерывная на каждом отрезке [с, d] С (—1,1).

Утверждение 2) доказано в работе [6].
Лемма 5 доказана.
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Лемма в. Пусть /х € NU {0}, г € N, / € N. Пусть функция f(x) имеет на

каждом отрезке [а,Ь] С (—1,1) абсолютно непрерывную 21 — 1 производную

2i-i f(x)- Тогда для почти всехх € (—1,1) и ecexyi € (—1,1), i = 1,2,. ..,г,

справедливы равенства

Доказательство. При г = I = 1 справедливость леммы следует из леммы 5.

Пусть / ^ 2, г = 1. Ясно, что Dlx~^^f(x) имеет абсолютно непрерывную на

каждом отрезке [а, Ь] С (—1,1) производную —Dx"^^f{x). Поэтому из леммы 5

следует, что

Применяя это равенство / раз получим, что

Tyi(DlXj^f,x,ti) = Dlx^Tyi(f,x,ii).

Значит, равенство леммы справедливо при любых / € N и г = 1.

Теперь, применяя индукцию, нетрудно доказать утверждение леммы при

любых натуральных г и /.

Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Пусть даны числа р, г, а и /х такие, что l^p^oo,r€N,

/x€NU{0},

1 М

~2<а~2^° прир=1,

1 /ill

"2^<а"2<2~2^ приКр<оо,

и 1
0 ^ а — — < -

при р = оо.

Пусть f(x) € ADr(p,a,/i). Тогда для 0 ^ S < 7Г справедливо неравенство

а>г |р,а>

где постоянная С не зависит от f и 6.
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Доказательство. Докажем сначала, что при \t{\ < п (г = 1,..., г)
справедливо неравенство

l|Ari,..,t^/,X,/*)l|p,a^Clnr=i(J^t./2)2M*?---<?ll^,<.,,./(»)llp,a, (3)

где постоянная С\ не зависит от / и ti (г = 1,..., г).
Для г = 1 неравенство (3) доказано в работе [6].
Пусть г ^ 2. Предположим, что для к < г справедливо неравенство

[|Atfcb...,tfc(/,x,M)||p,a^C2
*

<?--^||Д*,^/(»)||Р,а,
lli=lVcos4/^/ ^

Из условия / Е ADr (р, а, /х), применяя леммы 5 и 3, получаем, что

Д?!,...,^*^) € АЛ*+1(р,а,р).

Рассуждая как в работе [6], только взяв Д^ t (/, х, /х) вместо /(ж), имеем

ll<t1.,tW(/.*./')lll»,a ^ g3(cos^i/2)2^ *1ц1Рх,^А* **(/,*,*.«•

Применяя лемму 6 и предположение, получаем, что

К+.и+1 (/>*>*.« < <* n^1(co1sti/2)2^«? • • ■*inl|I>*i1J./(*)l|p,«.

Отсюда на основании индукции, получаем, что неравенство (3) справедливо.

Переходя в (3) к точной верхней грани по всем ti, |ti | ^ J (г = 1,..., г), получим
неравенство леммы.

Лемма 7 доказана.

Лемма 8. Пусть даны числа р, а и /х такие, что l^p^oo,^GNU {0},

— 1 < а ^ /х при р = 1,
1

,
1

— < a < /х + 1 при 1 < р < оо,
Р Р

0 ^ a < /х + 1 при р = оо.

Тогда если / € £р,а, mo H(f,x,fi) € Lp,a-
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Доказательство. Нетрудно заметить, что при условиях леммы / 6 L\^.
Значит #(/,£,//) существует.

Для 1 ^ р < оо обозначим

/= ||Я(/,х,/|)||£в = Г (1 -x2ra\H(f,x,n)\rdx.
J — 1

Пусть р = 1. Рассмотрим

h= [ (l-x2)a\H(f,x,n)\dx
Jo

^ f\i-x2r Г(1-у2)""-1 [\i-z2Y
JO JO Jy

/(*)- dz dy dx.

Ясно, что

h ^ Cx f (1 - x)a Г(1 - y)-»-1 [ (1 - zY \f(z) - Щ dzdydx.
Jo Jo Jу I C0 |

Поменяв пределы интегрирования, учитывая, что — 1 < а ^ /i, имеем

h^Ct [ (l-z)"|/(z)-^| Г(1-у)-к-1 I (l-x)adxdydz
Jo I °0 I Jo Jу

=
7ГГЧ l\^-zr\f{z)-CAjZ{\-y)a-^dydza + 1 Jo I со | 7o

:[\l-zYJo
^C2

co| II со

Поскольку / £ Li>a и a > -1, то

ii < oo.

Рассмотрим

h = J_ (l-x2)a\H(f,x,fi)\dx

= |\l - x2)" | jT(l - J/2)"""1 |\l - z2)" (/(*) - |) <fe

Из определения ci и со следует, что

dy dx.
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J\l - z^Y (/(*) -°£)dz = - j\l - z*)» (/(*) - |) dz. (4)

/(*)- £1
со

d^ dy dx.

Отсюда вытекает, что

h < C3 j (1 + x)a J (1 + j/)-""1 ^ (1 + z)"

Меняя пределы интегрирования, получаем

h^C3J 0- + z)Af{z)-CAj U+г/Г"-1 fl\l+x)adxdydz.
Отсюда, аналогичным рассуждением как в предыдущем случае получаем, что

h < 00.

Таким образом, при р = 1 доказано, что

/ = h + h < 00.

Значит, Н(/,х,/х) G Li,a.
Пусть 1 < р < оо. Имеем

|Я(/,х,М)| ^ Al-V2)-""1 /V"*2)
У0 Уу

/з= f\l-x2)nH(f,x^)\?dx.Jo

/(*)- £1
со

dzdy.

Рассмотрим

Пусть 0 ^ ж ^ 1. Выберем число 7 такое, что

max <а-/х-1 + -,-/х > <7< min{0, а - /л}.
I Р Р)

Применяя к внешнему интегралу неравенство Гёльдера и учитывая, что

7 > —

ft
— 1/р, получаем

|Я(/,*,мЖ

^ с4 Г(1 - г/г (/V - zy \т - Ц dzY
JO (Jy I °0\ )

dy

£

х{Г(1_г')(""1"7)^^Г
C5(l - x)*""-^-1 y"X(l _ „)P7 /y^l _ zy f{z) \dz\ dy.

со J
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f(z) dzdy.
со

Применяя теперь неравенство Гёльдера к внутреннему интегралу, учитывая, что

7>а
—

IX
— 1 + 1/р, находим, что

|Я(/,х,дЖ

^ С5(1 - х)"*-"-^-1 Г(1 _ у)РУ
Уо

х [\l - z)*a-i> \f(z) - ^Г dz I [\l - *)<"-«+?>A dX dy
Jy I col Uy J

< C6(l - x)p(-^-t)"1 Г(1 - y)PT / (1 - 2)p(q-t)
Уо Jy

Отсюда получаем, что

h^C6 [ (l-x)^0-"-^-1 Г(1-у)Р7 / (1-*)p(q-t)
Уо Уо Уу

Поменяв пределы интегрирования, учитывая, что j < а —

/* и 7 < 0, имеем

/з ^ С6 [\l - z)*°-^ \f(z) - ^Г f(1 - у)^
Уо I со| Уо

х [ (l-xy^-v-i^dxdydz
Jv

/w -

гсо
dz dy dx.

<C7
Jo /w-rсо d*^CV||/-^||p,a.CO

Учитывая, что / 6 Lp,a и a > — 1/p, имеем

h < oo.

Обозначим

/4 = |_0(1-Х2)"а|Я(/,Х,М)|^Х.
Учитывая равенство (4), имеем

Я(/,х,/х) = j*{\ - J/2)-"-1/^! " г2Г (/(*) " ^) «**<&■

Отсюда, при — 1 ^ х ^ 0 имеем

|я(/,х,м)К с8 y°(i + У)"""1 f_ (1 + *)" /w-rсо dzdy.
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Рассуждая как и при оценке /з> а именно, применяя дважды неравенство Гёль-

дера, потом меняя пределы интегрирования, получим, что

U < оо.

Теперь
/ = ||Я(/,я:,/1)||£в=/з + /4<оо.

Таким образом, при 1 ^ р < оо #(/, х, /х) £ LPjCl.
Пусть р = оо. Обозначим

J= mas■ (l-x2)a\H(f,x,ri\.
—1<Х<1

Пусть

Тогда

J1= тах(1-х2Г|Я(/,х)М)|.
0<ж<1

dzdy

>.dy.

JX < max (1 - х*)« Г(1 - у2)-""1 Г(1 - z2)" \f(z) - Ы0<х<1 У0 Jy J Со |

<|/-;г| max (1-х2)" Al-»2)-"-1 [\l-z2r-<*dzdy.
Учитывая, что / € £<»,<*, имеем

Ji ^Сц max (1-х)а ["(l-y)-*-1 f (l-z^dzt

Отсюда, при 0 ^ а < \х + 1, находим

Л ^ Сх2 max (1 - х)а / (1 - у)~а dy < оо.
0^х<1 J0

Пусть
J2= max (1-х2ПЯ(/,х,М)|.

Тогда по аналогии с оценкой для J\, учитьтая равенство (4), имеем

J2^
со

max (1 + х)а / (1-ht/)-"-1 / (l + z)"-adzt/t/<oo.

Таким образом, для р = оо

J = max{Ji, J2} < 00,

T.e.#(/,x,/i) €Loo,a.
Лемма 8 полностью доказана.
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Лемма 9. Пусть fi G N U {0} и / G L\^. Тогда справедливы следующие

равенства

Dl^H'U^,») = Hr-l(f,xyfi) - ^=Li± (I = 1,...,г- 1)"*"*
Со

Drx^Hr(f,x,fi)=f(x)-^, (5)'^'^
Со

где сг_г+1 = Д(1 - z2rHr-l(f,z,fi) dz.

Доказательство. Докажем сначала равенство (5). Для г = 1 имеем

^х,м,мЯ(/,х,/х) = f{x) - — .

Теперь, учитывая, что по лемме 8 Яг(/, х, /i) G bi,/*, для г ^ 2 равенство (5)
доказывается по индукции.

Из доказанного равенства (5) следует, что для / = 1,..., г — 1

Dlx^Hr(f,x,ti) = 2>£1„1„Я'(Я'-1(/, *,/*),*,/*) = Н'-1и,хф) - £^±i-
Лемма 9 доказана.

Лемма 10. Пусть даны числар, а, /л иг такие, что 1 ^С р ^ оо, // G NU{0},
reN,

—1 < а ^ /х при р = 1,

— < а < /х + 1 при 1 < р < оо,
р р

О ^ а < /х + 1 при р = оо.

Тогда если / G £р,а, mo ЯГ(/,гг,*ч) G ADr(p,a,^).

Доказательство. По лемме 8 имеем, что Яг(/,х,/х) G £р,а. Из условий

леммы следует, что / G Li,M и Яг(/, х, /i) G £i,/z. Следовательно, постоянные сг

(г = 1,2,...) в определении Яг(/, я, /х) определены.
Рассмотрим сначала случай г = 1. По определению Я(/,х,/х) ясно, что

—-Я(/,х,/х) - абсолютно непрерывная функция на каждом отрезке [а, 6] С
ах

(-1,1). Далее, из леммы 9 вытекает, что

С\

Дг,^Я(/,х,/х) = /(х) - — ,

Со

и, значит, DXifJLi^H(f,x,fi) G I/P,a- Из леммы 8 следует, что Н(/,x,/i) G Lp,a-
Таким образом, Я(/,х,/х) G AD1^,**,/^).

Теперь, применяя формулу Лейбница, лемму 9 и индукцию, получаем

справедливость леммы 10.
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Лемма 11. Пусть f € £i,/*, /i G NU {0}. Тогда для любого 5 € (0,7г)
справедливы равенства

ЯШ|^М) = 7-75^Д*(«Г(/^.М),^М) + - (г = 1,2,...), (6)
(л(д))г с0

edeAJ = AJb...ftfr, *<=*, « = l,2,...,r,

к(6)= [ (smt;/2)-1(coet;/2)-4'1-1 /" smt*/2(coeti/2)4''+1*i*;.
Уо Уо

Доказательство. Докажем сначала равенство (6) для г = 1. По лемме 9

имеем
Cl

f(x) = Dx^^H(f,x,fi) + — .

со

Поэтому

Я,(/,х,/х) = ^^ (sinv^r^cosv^r4^1

х / TulDXin^H(f,x,n) + — ,х,/х] sinu/2(cosw/2)4/z+1dudt;.

Поскольку из свойств оператора ти(/, х, /х), отмеченных в лемме 2, следует, что

/ Cl \ Ci

Tu[Dx^^H(f,x,fi) + — ,х,/х ) = ?u(Dx^^H(f,x,ii),x,n) + — ,

\ Co / Co

то

#,(/,s,/x) = -l^y (sini;/2)-VosiV2r4M-1

x / Tu(Dx^itJtH(fyx,ii),x1ii)smu/2(cosu/2)4*l+ldudv+ —
Уо °o

Учитывая, что функция ff (/, x, /г) имеет абсолютно непрерывную на каждом от-

dx
резке [а, 6] С (—1,1) производную —#(/, ж, /х), применяя лемму 4, получаем

1 С\
Hs(f,x,n) = —ггД^ЯСДх,^),*,/!) + — .

«(0J Со

Теперь для любого натурального г справедливость равенства (6) доказывается
по индукции, применяя леммы 9, б и 4.
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Следствие. Пусть f 6 £i,p, /х € N U {0}. Тогда для любого S 6 (0,7г)
справедливы равенства

^,м,мЯ« (/•*./*) = JZffiy*W'x>ri (г = 1,2,...).

Доказательство. По лемме 11 имеем

ЯД/, х, М) = ^р ДПЯГ(/, х, М), х, М) + ^ .

Так как из леммы 10 вытекает, что Яг(/, х, /х) 6 ADr(р, а, /х), то по лемме б

получаем, что

Drx^HUf,x,») = ^L_i?^f|, Д5(Яг(/,х,М),х,м)

Применяя лемму 9, находим

Следствие доказано.

Лемма 12. Пусть даны числа р, fi, а, г и 6 такие, что 1 ^ р ^ оо,

/x€NU{0}, г EN, 0^5<тг,

1 /*

~2<а~2^° прир=1,

1 /ill

^2^<а^2<2^2^ Ч"1<Р<оо,

/* 1
0 ^ а — — < -

при р = оо.

Ясли / е Lp,a, mo Я£(/,я,/х) е ADr(p,a,/x).

Доказательство. Так как, в условиях леммыимеем / 6 L\ jM, то
по лемме 11

ЩЦ,*Ф) = J^y ДНяг(/,х,м),х,м) + |-
По лемме 10 Яг(/,х,/х) £ ADr(p,a,/x). Из леммы 5 следует, что Я£(/, я,/х)
имеет абсолютно непрерывную на каждом отрезке [а, 6] С (—1,1) производную



212 М.К. Потапов, Ф. М. Бериша

2r_1i/J(/, х, р). Применяя теорему Лебега о предельном переходе под знаком

интеграла и лемму 6, для I = 1,..., г имеем

Из леммы 9 для / = 1,..., г имеем

Теперь, применяя лемму 3 при фиксированном £, учитывая, что по лемме 8

Hr~l(f,x,p) е Lp,a, имеем Z)J.jMjMtfJ(/,x,/x) G Lp>a.
Следовательно, Щ(/, х, /х) € ADr(p, a, /х). Тем самым лемма 12 доказана.

Лемма 13. Пусть даны числа р, а, риг такие, что 1 ^ р ^ оо, р € NU{0},
r€N,

1 //

~2<a~2^° npi»p=l,

1 /ill

"2^<a"2<2"2^ чш1<р<00'

A* 1
0 ^ a — — < -

npw p = oo.

Пусть f e ADr(p,a,p). Тогда справедливо неравенство

En(J)p,a*kC-±:\\DZ^f(x)\\p,a,

где постоянная С не зависит от fun.

Доказательство. Для г = 1 теорема доказана в работе [6].
Пусть Рп (х) - алгебраический многочлен наилучшего приближения функции

Dx^tnf(x) степени не выше, чем п — 1. Ясно, что многочлен Рп(х) можно

представить в виде

Рп(х) = ^ХкР^\х).
fc=0

Пусть
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Тогда по уже доказанному для г = 1 случаю теоремы имеем [7; с. 171]

En(g)Pya ^ Сз-о \\Dx^^g{x)\\p^a
п

= С3-о
п'

fc=0 р,а

— Сз-2^п(^>х,м,м/)р,сП*

Отсюда, учитьшая, что /(ж) — д(х) - алгебраический многочлен степени не выше

чем п — 1, получаем

En(f)p,a ^ -Еп(/ — 9)p,ct + Еп(д)Руа ^ Сз —о En(Dx,n,tif)p,oc
п

Теперь, применяя последнее неравенство г раз, получим

Д»(/)р,« ^ Ct±;En{Dl^J)p,a < С4 ^ ||Д^/(х)||Р)а.

Лемма 13 доказана.

§ 4. Основные утверждения

Теорема 1. Пусть даны числа р, а, /лиг такие, что 1 ^ р ^ оо, /л 6 NU{0},
rGN,

4<a-S<02 2
при р = 1,

1 /X 1 1

-2^<а-2<2-2^ ^1<Р<00'

/х 1
О ^ а - — < -

при р = оо.

Lt £t

Пусть f € Ьр,а- Тогда при всех S € [0,7г) *шеют место неравенства

Ci(cOS«J/2)2^('-1)A:r(/)«J,M)p,a ^ Or{f,Stf)p,a ^ С2
(coS(5/2)2Mr

Kr(f,6,rip,a,

где положительные постоянные С\ и Съ не зависят от f и 6.
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Доказательство. Для любой функции д(х) £ ADr(p, а, /х) имеем

£г(/» *> А*)р,а ^ 2Г(/ - 0, <J, //)р)а + Qr(g, 6, fi)p,a-

Применяя лемму 3, находим, что

Sr(/ - g,6,li)Pta ^ С3
(COS(5/2)2Mr

II/ - 9\\р,а-

Далее, в силу леммы 7

U>r(g,S,l*)Pta ^ С4
(CQSJ/2)2Mr РГ\№,м9(х)\\р,а.

Поэтому

ЗДЛм)р,« $ СЪ icoJ/2)2flr(\\f - 9\\р,а + S2r\\DrXt(1<tl9(x)\\p,a).

Переходя в этом неравенстве к точной нижней грани по д(х) € ADr(p1 а, /х),
получаем правое неравенство теоремы.

Для доказательства левого неравенства для данной функции / (Е LP)Q
рассмотрим функцию

gs(x) = {l-(l-Hr5)r)(f,x),

где1(/,х) = /(х).
Из леммы 12 следует, что Hls(f, х, /х) 6 ADl(p, а, /х) (/ € N). Поскольку

i-(i-Hrsr = J2(r)(-i)kHt,
то, учитывая, что ADkr(p, а, /х) С ADr(p, а, /х) (fc = 1,..., г), получаем, что

р*(ж) € ADr(p,a,/x).

Оценим выражение

Для этого замечаем, что поскольку H$r~l(f, х, /х) (& = 2,..., г, / = 0,1,..., г - 1)
имеет на каждом отрезке [а, 6] С (—1,1) абсолютно непрерывную 2г — 1

производную, то, применяя сначала теорему Лебега о предельном переходе под знаком
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интеграла, потом лемму 6, обобщенное неравенство Минковского и, наконец,

лемму 3, получаем, что

\\Dl^Hksr{f,x,n)\\p<a

^-^1 (sintV^-^cos^r4"-1
К(0) j0

х Г H^tDJ^^H^-^/.x./iJ.x./iJIIp.c sinu/2 (cosu/2)4"+1 dudv
Jo

* Сб
(cosS/2)^ №^Н?-*и,,,р)\\р,а.

Применяя это неравенство (А: — 1)г раз, получим, что

IPJ,M,^*r(/.*.#»)lk« < С7
^д^а^-ц т^Щ(/,Х,ц)\\р,а.

Так как gs(x) представляет собой сумму членов содержащих H$r(f,х,/х)
(fc = 1,..., г), то по последнему неравенству находим

Применяя следствие из леммы 11, получаем

PS^WII*- ^ С* {<в)Пеов]/2)мг-в ЦД5(/.*.м)11р.«.

Легко оценить, что при 0 < S ^ 7г/2

*(*) ^С9<*2.

Отсюда следует, что при 0 < S ^ 7г/2

1
* Г||^х,М,^(х)||р,а ^ ClO

(cos<5/2)2Mr(r-l)
"r(f,S,li)p,a.

С другой стороны,

(7)

||/(х) - gs(x)\\p,a = ||/(х) - (1 - (1 - ЯЛГ)(/, х)\\р,а
= ||(1-Я1)г(/,*)11р,«. (8)

Заметим, что

1 - щ = (1 - щ){\ + т +щ + ■ ■ ■ + щ-1). (9)
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Теперь, применяя обобщенное неравенство Минковского и лемму 3, для

I = 1,.. . ,г
— 1 имеем

||Я$(/,*,/*)||Р,« ^ щ j\tinvt2)-1(axv/2)-'*-1
* Г \\fu(Hls-1(f,x,fi),x,fi)\\p,asmu/2(cosu/2)^+1dudv
Jo

Применяя это неравенство / раз, получаем, что

ЦЯ$(/,3,/0||р,в ^ СХ2 {coJ/2)2^l Н/(*)11р,в.

Поэтому из равенства (9), применяя обобщенное неравенство Минковского, имеем

||(1 - ЯЛ(/,х)||р,а ^ С13
^румг-ъ

11(1 " *«)(/, *)НЛ«

< Cl3 ^(со,^-,) /5(sin,/2)-(cos,/2)^-
* Г НЗД,*,/0 - /(x)||p,asinu/2(cosU/2)4"+1dUdt;
Jo

* CM(cos^2^-i)0S^l|A-(/>g'M)""tt- (10)

Применяя неравенство (10), из равенства (8) получим

\\f(x)-g5(x)\\p>a ^ Си
(совД/2)2й(г-1) o<sup д1|А«1((1-Д?)г-1(/,»),»,м)11р,а.

(11)
Замечаем, что меняя пределы интегрирования получаем

rt(Hs(f,x,fi),x,fi) = Hs(?t(f,x,ii),x,ii).

Применяя это равенство г раз получим

rt (#£(/, х,/х),х,/х) = #£(rt(/,x,/x),x,/i).

Отсюда очевидно, что

Д<((1-ЯЛ(/,х))х,/х) = (1-ЯЛ(Де(/,х,м),х).
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Применяя сначала это равенство, затем неравенство (11), потом

неравенство (10), получим, что

1
||/(x)-^(x)||Pf0^Ci5

(cos^)2"2^-1)
х sup sup ||Д2 t ((1-Я^)г-2(/,х),х,/х)||р,а.

Теперь, применяя г — 1 раз эту процедуру, получим, что

||/(х) -д,(*)11,,а < С16 (cos<5/2)12yr(r-1) р<^ир ^ J^,...,,r(/,*,/»)ll,,«
^Cl6 (C0sS/2)^(r-l)Qr(f,S^)p,a.

Таким образом, для 0 < S ^ 7г/2, из этого неравенства и неравенства (7)
следует, что

h = ||/(х) - 9s(x)\\p,a + <52r|l^,M,^(x)||p,a
^ Cl7(coe*/2pr(r-i) "-(/,*,М)р,«.

Тем самым доказано левое неравенство теоремы для 0 < <5 ^ 7г/2.
Поскольку для 7г/2 ^ 5 < 7Г имеем <52 < 7Г2 • 1 и 1 < 7г/2, то

*г(Мм)р,а ^ *2г(||/(х) -Л(*)11р,а + 1 • ||^,мЫ*)11р,«)

^ Ci80r(/,l,M)p,o ^ Cie
(cos<5/2)2^(^D

g»"(/,Mp,a-

Для 5 = 0 левое неравенство теоремы тривиально.

Итак, для любого S 6 [0,7г) доказано левое неравенство теоремы.

Теорема 1 полностью доказана.

Теорема2. Пусть даны числа р, а, р иг такие, что 1 ^ р ^ оо, \х€N(J{0},
г EN,

1 и

~2<а~2^° прир=1,

1 /ill

~2^<а-2<2-2^ ^риКрКоо,

и 1
0 ^ а — — < -

при р = оо.

Пусть f е £р,а- Тогда для любого натурального п справедливы неравенства

1
п

Ci£?n(/)p,o ^ Sr(/, l/n,|i)pfa ^ Сг-^г V v2r-xEu{f)Pia,

где положительные постоянные С\ и Съ не зависят от f и п.
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Доказательство. Для любой функции д(х) Е ADr(p, а,/а), применяя

лемму 13, имеем

En(f)pta ^ En(f - д)р,а + Еп{д)р,а ^ ||/ - д\\Р9а + С3
^ \\Drx^g{x)\\p^,

где постоянная Сз не зависит от д и п. Отсюда, переходя к точной нижней грани

по всем д(х) Е ADr(p, а, /л), получим

En{f)Pia ^ С4#г(/,1/п,/х)р,а-

Применяя теорему 1, получаем

/ J
\ -2/*г(г-1)

En{f)p,a ^ С5 (COS^ ) Dr(/,l/n,/x)p,a ^ C6UJr(fA/n,ll)p,cx'

Левое неравенство теоремы доказано.

Докажем правое неравенство теоремы. Пусть Рп(х) алгебраический
многочлен наилучшего приближения для /, степени не выше, чем п—1. Пусть к выбрано
так, что

2к ^n<2fc+1.

Из теоремы 1, учитывая, что Р2к {х) £ ADr(p, a, /х), следует, что

/ х \ -2мг

£г(/, 1/п, /х)Р)а ^ С7 ( cos — J Kr{f, 1/n, /i)Pja

^ C8 (s2*(/)p,a + ^:11^«,м,^2*(*)11р,а) • (12)

Так как
fc-i

i/=0

то, применяя г раз следствие из леммы 1, получаем

fc-i

ЦД^,^2*(*)11р,« ^ С9 £ 22<"+1)"||Р2,+1 - ft,|lp.c
i/=0

fc-1

^2С9^22(,/+1)Г^(/)р,а.
i/=0

Поэтому, учитывая неравенство (12), имеем

к
1

*

Dr(/, l/n,M)p,a ^ do i Е 22(1/+1)Г^(/)р,а.
i/=0
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Теперь, замечая, что для v = 1,..., к

2"-1

находим

к 1V — 1

Qr(f, 1/пФ)р,а < Си -^ (22rE1(f)Pta + Е Е i2r_1^(/)p.«
х

i/=lj=21/-1

I/=l

Теорема 2 доказана.
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Метрическая теория функций и смежные вопросы анализа. М.: АФЦ, 1999. С. 221-231

Об устойчивости равномерной
минимальности системы экспонент

A.M. Седлецкий

Дается рядусловий близости комплексных последовательностей (Ап) и (/хп),
при выполнении которых соответствующие системы экспонент (exp(i\nt)) и

(exp(ijinO) равномерно минимальны в Lp(—7г,7г), 1 ^ р < оо, и С[—7г, 7г]
одновременно.

Библиография: 17 названий.

1. Пусть А = (Ап) и /х = (/хп) - две последовательности комплексных чисел,

в которых индексы п принимают значения из множества J С Z. Имеется

значительное число работ, в которых исследуется вопрос об устойчивости полноты

(минимальности) систем экспонент в пространствах Lp, т.е. вопрос об условиях

близости последовательностей А и /л, при которых порождаемые ими системы

экспонент

е(А) := (е*А»'), e(fi) := (е<"»*) (п €/) (1)
полны (минимальны) в Lp = Ьр(—п,тг), 1 ^ р ^ оо, одновременно; для

единообразия в формулировках теорем
- и только в них - полагаем L°° = С[—7г, 7г].

Сформулируем некоторые известные результаты.

Теорема А [1], [2]. Если

X^n-Z'nK+oo, (2)

mo системы (1) полны (минимальны) в Lp, 1 ^ р ^ оо, одновременно.

Теорема Б [3]. Пусть последовательности А и \х лежат в

горизонтальной полосе, т.е.

|ImAn|, |Im/xn| 0<+оо, п € /, (3)

ii пусть

ReAn = Rejin, п е/. (4)

Тогда системы (1) полим (минимальны) в L2 одновременно.

Скажем, что последовательность А не сгущается, если число точек Ап в полосе

t<Rez<t + l ограничено по t е R. В условии 2) теоремы В Re An+i ^ Re An,

Re/in+i ^ Re/xn.
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Теорема В [4]. Пусть последовательности А, /л вещественны и не

сгущаются. Пусть, далее, выполнено одно из условий:

1) (An - fin)nei е Ls, s < +оо,

2) |АП - /*п| ^ ап, п € Z, где ап I 0 при п -+ ±оо, и

оо

< +оо.

1
П

п=1

Тогда системы (1) полны (минимальны) в L2 одновременно.

Теорема Г [5]. Пусть последовательности A, \i вещественны и не

сгущаются. Тогда если l^p^oo, рф2 и

(АЛ-Мп)п€/ €/*, - = I"" ol' (5)
S \р 2\

то системы (1) полны (минимальны) в Lp одновременно.

Известно, что условие (3) в теореме Б, условие 2) в теореме В и условие (5)
в теореме Г в определенном смысле ослабить нельзя (см. соответственно [6]-[8]).
Кроме того, в [9] показано, что в теореме Г условие вещественности

последовательностей А, /х можно заменить условием (3).
Как видим, имеется ряд в определенном смысле неулучшаемых достаточных

условий устойчивости полноты (минимальности) систем экспонент в Lp.

С другой стороны, автору неизвестны работы, в которых бы исследовался

вопрос об устойчивости равномерной минимальности систем экспонент в Lp.

Авопрос этот представляетнесомненныйинтерес хотя быпотому, что равномерная

минимальность системы элементов банахова пространства (наряду с полнотой и

минимальностью) является необходимым условием базиса [10]. Но именно для

системы экспонент имеется еще один существенный повод, чтобы интересоваться

ее равномерной минимальностью. Повод этот дается следующей теоремой
В. А. Ильина [11]. Пусть последовательность А лежит в горизонтальной полосе и

пусть система е(А) полна и минимальна в Lp, 1 ^ р < оо. Тогда для того, чтобы

для каждой функции / Е Lp ее биортогональный ряд по системе е(А) равномерно

на каждом отрезке, лежащем в (—7г,7г), равносходился с тригонометрическим

рядом Фу^ье фунющи /, необходимо и достаточно, чтобы система е(А) была

равномерно минимальной (в оригинальной формулировке [11] присутствует еще

одно условие, но, как показано в [12], его можно убрать).
Цель настоящей статьи состоит в том, чтобы показать, что условия теорем Б,

В, Г, сохраняющие полноту и минимальность системы экспонент, сохраняют

также и ее равномерную минимальность. Сформулируем полученные результаты,

предварительно отметив, что отделимость последовательности А (т.е. свойство

I Ап -

А*п | ^ б > 0 при п ф т) является необходимым условием равномерной
минимальности системы е(А) в Lp. Далее, в теоремах 1-4 как точки Ап, так и точки

/хп, попарно различны.
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Теорема 1. Пусть последовательности А, \х отделимы, лежат в гори-

зонтальной полосе и пусть выполнено условие (4). Тогда если одна из

систем (1) полна и равномерно минимальна в то и другая тоже.

Теорема 2. Пусть последовательности А, ц отделимы, лежат в

горизонтальной полосе и пусть выполнено одно из условий 1), 2) теоремы В.

Тогда если одна из систем (1) полна и равномерно минимальна в L2, то и

другая тоже.

Теорема 3. Пусть последовательности А, /х отделимы, лежат в

горизонтальной полосе и пусть выполнено условие (5). Тогда если одна из

систем (1) полна и равномерно минимальна в Lp, 1 ^ р ^ оо, р ф 2, то и другая
тоже.

Теоремы 1-3 составляют основное содержание статьи. Кроме них мы докажем

следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть выполнено условие (2). Тогда если одна из систем (1)
равномерно минимальна в Lp, 1 ^ р ^ оо, то системы (1) эквивалентны

в Lp в том смысле, что соответствие

ei\nt ^_> в</1«^ n€l,

продолжается до изоморфизма между линейными оболочками систем (1).

Заметим, что эквивалентность сохраняет равномерную минимальность и
свойство быть базисом.

Напомним смысл терминов, которые встречались. Система (еп) элементов

банахова пространства В называется

а) полной, если span(en) = В,

б) минимальной, еслиdist(en,span(ei)^n) >Опривсехп,
в) равномерно минимальной, если при всех п

dist(en,span(ei)i^n) ^ 6 • ||en||, S > 0.

Минимальность системы (еп) равносильна существованию системы

сопряженных функционалов (/п) € В*; это означает, что (/n,em) = 0 при п ф т
и (fn,en) = 1. Систему (/„) называют также биортогональной системой к

системе (еп).
Если система (еп) минимальна и полна, то биортогональная система (/„)

единственна. В этом случае [10] равномерная минимальность системы (еп)
равносильна условию

sup||en||.||/n||<+cx). (6)
п
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2. Считая, что 0 $ А, /х, введем бесконечные произведения (БП)

F{z)= lim ТТ fl--^-), G(z)= lim ТТ f1 - —V (7)

и пусть

M^)-;—г-, w) =

;——
• (8)

2; - An z - \xn

Через V обозначаем пространство функций с нормой

IM|v = K0)|+var(ir(t):|*|$7r).
Лемма 1. Пусть система е(А) полна и минимальна в Lp, 1 ^ р ^ оо, и

пусть О £ А. Тогда

1) существует предел

lim £7-; <9>

2) £77 F(2) сходится во всей плоскости и определяет целую функцию
(ЦФ) экспоненциального типа (ЭТ) 7г;

3) для биортогональной системы (fn) в случае р < оо и (ап) в случае

р = оо верны формулы

(10)—\-^Fn(z) = Г е*«*/»(«) *, /« 6 Ь9, - + -
= 1, п е /,

^-уFn(z) = J* eiztdan(t), aneV, tie I, (11)

Доказательство. Ограничимся случаем p < оо. Тогда /n 6 I', причем L°°

имеет обычный смысл, т.е. обозначает пространство измеримых ограниченных на

(—7г, 7г) функций. При фиксированном т рассмотрим ЦФ

.со = Г
J—7

eiztfm(t)dt. (12)

В силу биортогональностионаобращается в 0 в точках An, n ^ т. Других нулей у
нее нет -иначе система е(А) была бынеполной в £Л Далее, supp /m = [—7г,7г],так
как в противном случае система е(А) снова была бы неполной в £Л Но тогда [13]

Ат (z) = ст lim ТТ ( 1 - -^- ),
|An|<H,n*mV n/

и существует предел (9), под знаком которого пропущен индекс п ф т. Отсюда

следуют утверждения 1), 2).
По построению функции Am{z) nFm(z) пропорциональны, т.е. F(z)/(z—\m) =

bmAm{z). TaKKaKF(Am) = 0,аЛт(Ат) = 1,тоЬт = F'(Am), и (12) показывает,
что утверждение 3) верно. Лемма 1 доказана.
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Лемма 2. Пусть выполнено условие (3), пусть (Ап — цп) € /°°, причем

О £ \,ц, и пусть системы (1) полны и минимальны в L2. Предполооюим,
что

1) при некотором Н > h

\G(z)\£C-\F(z)\, 1mz = H,

2) |F'(An)/G'(Mn)| ^ С < +oo, ne/.

Тогда если система е(А) равномерно минимальна в L2, то и система е(ц)
тоже.

Доказательство. По лемме 1 F(z) и G(z) - ЦФЭТ 7г, и биортогональные
системы (/п) и (#п) соответственно к системам е(А) и е(/х) имеют вид

/«(<) = j^Fn(t), gn(t) = ^JL-jGnW, (13)

где / обозначает преобразование Фурье функции /.
Так как sup|ImAn| < оо, то условие (6) равномерной минимальности для

еп = exp(iAn£) принимает вид

sup||/n||<oo. (14)

По условию и sup | Im/xn| < оо; поэтому равномерная минимальность системы

e(fi) в L2 будет доказана, если мы проверим, что

sup||0n|| < оо. (15)

Так как Fn и Gn - ЦФЭТ тг, то

ll^*)||L2(R+«r) < с\\рп(*)\\ь*<п> (16)

\\Gn(x)\\L2W ^ C\\Gn(z)\\L2^iH)i (17)

где С от п не зависит.

Таккак(Ап—/хп) € /°°,тоизусловия(3)следует,что|z-An| ^ C\z—/лп\,п 6 /,
на прямой Imz = Н. Пользуясь этим, условиями 1), 2) леммы 2 и свойствами

(16), (17), а также равенством Парсеваля, примененным к (13), находим

1 С

V27r\\9nh =
|g//„ )| WGn(x)\\L2{R) s£ . l|Gr„(2)||L2(R+iW)

ОД
<

C1

|G'fo„)| z-A„ L2(R+»H)

c2
^

IF'(A )| H^»(z)lll.2(R+iH)

< JF^Jf HFn(x)||L2(R) = CsV^||/„||2,

и в силу (14) условие (15) выполнено. Лемма 2 доказана.
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Сейчас мы несколько видоизменим понятие сходимости БП и ряда в смысле

главного значения, а именно, будем полагать

Пап := lim П ап, УЧ„ := Jim V
R-ЮО

\Rean\<R

(18)
\Rebn\<R

Далее, при фиксированном т через П'и ХУ будем обозначать БП и ряды, в

которых пропущен индекс п = т.

Так как в теоремах 1-3 последовательности А, /х отделимы и лежат в

горизонтальной полосе, то БП F(z), G(z) и ряд J2 1Мп> сходящиеся в смысле (7) и (9),
сходятся и в смысле (18). Итак,

F(2)=n(i-£), од=п('-£)-
Отсюда следует, что при фиксированном ш

г,<Л"> = -£П'('-£). "о->-~1Г0-£)- <">

Доказательство теоремы 1. Пусть система е(А) полна и равномерно

минимальна в L2. По теореме Б система е(/х) полна и минимальна в L2, и нам
остается доказать ее равномерную минимальность. Достаточно проверить, что

выполнены условия 1), 2) леммы 2, так как остальные ее условия очевидно выполнены

(в разделе 5 будет показано, что предположение 0 £ А, \i не снижает общности).
По условию (4) в прямоугольнике | Re z\ ^ R, | Im z\ ^ h содержится

одинаковое число точек А и \i. Поэтому из (19) следует, что

F (Ат)
_

ттг' Ап — Аг

Мп ~

Цт
? (= lim п' )■ (20)

Reiin\<R'

Покажем, что БП Ц |/in/An|2 сходится. Для этого обозначим ап = ReAn =

Re/xn, /Зп = Im An, уп = Im/xn. Имеем

Mn

An

a2 . „2 ^2 _ /j2

Из отделимости последовательности А и из ее распределения в горизонтальной
полосе вытекает, что |an| ^ с|п|, |п| > щ. Отсюда и из условия (3) следует

сходимость ряда ^ \Sn\, а это влечет сходимость БП fj |/xn/An|2.
Теперь, возвращаясь к (20), видим, что

|F'(Am)|
\G'(tim)\

£ ctf
Vn

~

Mm I
(21)
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Обозначим Л^ = ап ± ih. Тогда

|АП - Ат|2 ^ |А+ - А~|2 < (а„ - ат)2 + (2Л)2,
\l*n - Мт| ^ max(<J; |а„ - ат|),

где (J = inf(\цп — /хт| :пф т). Поэтому

227

Ап
~~ Аг

Цп ~

Цт
^1 +

4Л2

тах(£2;(ап - am)2)
:=l + 4/i2£n. (22)

Пусть константа 5 ограничивает число точек ап на отрезке Ik '>= (х : к — 1/2 ^
х - am ^ к + 1/2), А: Е Z; 5 конечно в силу отделимости А и условия (3). Тогда

5>»<]£г»+51 Е е»^1 + 2зЕ?ГГТ7^2 =М<0°'
Ofn€/o |fc|^lane/fc ^ (fc - 1/2)2

где М от m не зависит.

Возвращаясь к (20) видим, что БП в правой части (21) мажорируется
константой, не зависящей от га. Условие 2) леммы 2 выполнено.

Проверим условие 1). Используя сходимость БП Ц |а*п/Ап|2, имеем

(23)
\G{z)
F(z)

2

-п
Z-Pn

Z-\n

2
An

fin

2
Z-fin\
z- An

Пусть Im z = H > ft; тогда (x = Re z)
|2z- /лп

Z-\n

(s-an)2 + (ff + /Q2
,

^(х-ап)2 + (Я-/1)2
ci

(x - an)2 + c2

При фиксированном я обозначим через Jk отрезок (a : к — 1/2 ^ x - a ^ A: +1/2),
keZ. Тогда

i
°°

i

2^ fo _ Л ^2 . r2
^ Z^+2^ 2-^ ^^2+25^ (U _ 1 /9^2

= M < oo.

Следовательно, при Imz = H > h БП в правой части (23) мажорируется
константой, не зависящей от Re z, т.е. условие 1) леммы 2 также выполнено. Теорема 1

доказана.

Замечание 1. Так как последовательности А, \л в теореме 1 равноправны, то

проверив условие 1) леммы 2, мы фактически доказали, что если выполнены
условия (3), (4) и последовательности А, /л не сгущаются, то

\F(z)\x\G(z)\, lmz = H.

При этом в /л и А допускаются повторяющиеся (т.е. кратные) точки; тогда если

точка \лп повторяется в последовательности \л s раз, то и соответствующий
множитель 1 — г/цп в БП (7) повторяется s раз.
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3. При доказательстве теоремы 2 проверка условия 2) леммы 2 более

затруднительна. Для этого понадобится

Лемма 3. Пусть последовательность А лежит в горизонтальной полосе

и О ^ А. Предположим, что система е(А) полна и равномерно минимальна

в ЬР,1<^р^оо. Тогда

1
sup
m

г
|НеА„|<Я

< 00.

Доказательство. Пусть для определенности р < оо. Сохраним за (/п)
обозначение биортогональной системы к системе е(А). Как мы видели в начале

доказательства леммы 2, выполняется условие (14). Пусть An(z) -

последовательность ЦФЭТ, определенных посредством (12). Тогда Агп(ХТп) = 1,

Аш{Хп) = 0 при m ф п, и других нулей у Лт(г) нет. Рассмотрим функции
Bm(z) = Am(z + \m). Тогда Bm(0) = 1, (An - Xm)n^m-все нули Вm(z),n

Bm(z)= Г eizt(eiX^fm(t))dt.
J — 7Г

Отсюда, из условия (3) для А и из условия (14) вытекает, что последовательность

В'т (0) ограничена.
Так как supp /m = [—7г, 7г], Вт(0) = 1 и (Ап — Ат)п^т - последовательность

всех нулей функции Bm(z), то

Вго(г)= lim П' ^-Г^Т-)-
| fte(An Am)1<я

Значит,

(logBm(*))',=0 = B'm(0) = ~ lim £'
|Re(An-Am)|<*

n W

Отсюда и из ограниченности последовательности B'm(0) следует, что при всех m

1 ■ " " "

(24)Гlim .

Я—>>оо ^-—' Лп — Л*-
|Re(An-Am)|<*

При фиксированном т сравним суммы

1

г Ап Ал £'
1

Ап — Аг
(25)

|ReAn|<* |Re(An-Am)|<H

В силу отделимости А и условия (3) эти суммы отличаются друг от друга

слагаемыми, число которых ограничено константой, зависящей от т. Но модуль

каждого такого слагаемого, очевидно, есть

|Ап — Ат| \Я/
00.

Поэтому пределы сумм в (25) при R -¥ оо совпадают, и (24) дает утверждение

леммы. Лемма 3 доказана.
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Доказательство теоремы 2. Считая, что Re An, Re Am ф 0, рассмотрим

последовательности Re А := (ReAn)nRe/i := (Re/xn). По теореме Б системы е(А)
и e(Re А) одновременно полны (минимальны) в L2. Это же относится и к другой

паре систем е(/х), e(Re /х). (Надо иметь в виду, что в последовательностях Re А,

Re fi могут встретиться кратные точки; тогда точке ctj кратности rrij в системе

e(Re А) отвечают функции ts exp(mj£), 5 = 0, rrij
- 1.)

Для последовательностей Re А и Re/х выполнено одно из условий 1), 2)
теоремы 2. По теореме В системы e(Re A), e(Re/x) одновременно полны (минимальны)
в L2. Значит и системы е(А), е(ц) одновременно полны (минимальны) в L2.

Поэтому достаточно предположить, что система е(А) полна и равномерно минимальна

в L2, и доказать, что система е(/х) равномерно минимальна в L2.

Наряду с функциями (7) рассмотрим функции

•<"-П('-ес). *w=n(i-^)-
В [4] в ходе доказательства теоремы В установлено (лемма 2), что если для
последовательностей Re A, Re /х выполнено одно из условий 1), 2) теоремы 2, то

|Ф(*)| ж |Ф(*)|, lmz = H>h. (26)

Далее, по замечанию 1

\F(z)\ ж \*(z)\, \G(z)\ ж \Щг)\, lmz = H>h. (27)

Объединяя (26) и (27), видим, что условие 1) леммы 2 выполнено.

Займемся проверкой условия 2) этой леммы. Сначала покажем, что

1

sup
m

lim
Я—юо £'

Ип- Ит
< оо. (28)

|ЯеМп|<Яг
Обозначим еп = Хп —

/in; по условиям последовательность еп ограничена. Из

отделимости последовательностей А, /х следует, что

|АП - Ат|, \/лп - /лт\ > 6\п - т|, S > 0. (29)

Поэтому

г
\ReXn\<R

o(i) +

Ап An

- г
1

,Цп~Цт

^ С\ +С

|ReAn|<H

|Ле^п|<Я'

(An - Am)(/xn - /Лт)

1

|ReAn|<il
IAn - Am| • \/Лп - /Лт\

i оо -

c V^' 1 V^ 1
^Cl + ^2 > г. =Ci-hC2>-2=M<oz ^—' in — mY *-*' пг

oo,

n=l

и промежуточное утверждение (28) следует из леммы 3.
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Пусть X(R) обозначает число точек Ап в прямоугольнике | Re z\ ^ Л, | Im z\ ^ h.

Из условий теоремы 2 следует, что X(R) — n(R) = 0(1). И так как общий член в

БП (19) стремится к 1 при п —У оо, то из (19) и на этот раз вытекает формула (20).
Если выполнено одно из условий 1), 2) теоремы 2, то

|^п - Ап|
|Ап|

< оо. (30)

Это следует из того, что последовательность А имеет ненулевую плотность, и

следовательно, |АП| ~ С\п\, С Ф 0, п -» ±оо; если речь идет об условии 1), то к

этому надо добавить неравенство Гёльдера. Благодаря (30), БП

ng=n(i+^)
сходится. Значит, в силу (20), при фиксированном т

= с •

ехр ( lim V^ log (1 Н— — J )

= c.expflim Y* (—** £1^+о(7-Ц^)У
\^°°|0й ,^e\^n-Aim Hn-Vm \(n-m)2j;j

|Re/zn|<H

где О равномерно по m. Отсюда, из ограниченности еп и из (28) мы получаем, что

F'(Xm)
^ с•ехи1 | inn

|Re/z„|<H'

^ с •

ехр [ lim У ).
VlA->~ln.r^*Mn-Mm|/G'blm)

Значит, с учетом (29) достаточно убедиться в том, что

£' 71 — 771
^ М < оо, (31)

где М от т не зависит.

Если выполнено условие 1), то (31) следует из неравенства Гёльдера. Пусть
выполнено условие 2). Тогда

ап-0[-—г-г], п-+±оо.
Vlog ну

(32)

Действительно, рассматривая для определенности п > 0, в силу монотонности

ап, имеем

]£ ^ = 5 > ]£ -^ > с • ап log п.

n=l k=l
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Пусть для определенности т > 0. Тогда

п — т
п>0 п<0

Ясно, что S2 < S. Далее,

*= Е + Е + Е -Ех+Е^Е.-
0<n<m/2 m/2<n<2m n^2m

Учитывая, что |£п | ^ ап, имеем

Em
а\

у; = у; ^.^Ц_^2 у 2»<25.
^з ^ п 1 - m/n ^ п

n^2m n^2m

При оценке ]Г^2 воспользуемся соотношением (32). Для удобства пишем а(п)
вместо ап. Тогда £2 не превосходит

«(?)( Е ^гЬ+ Е ^)^ca(|)logm^M<oo,
xm/2<n<m m<n<2m '

и условие 2) леммы 2 проверено. Теперь теорема 2 следует из леммы 2.

4. Доказательство теоремы 3. В силу теоремы Г, распространенной в [9]
на случай (3), системы (1) одновременно полны и минимальны в Lp. Поэтому
достаточно предположить, что система е(А) полна и равномерно минимальна в Lp,
и доказать, что система е(/х) равномерно минимальна в Lp. Считаем, что 0 ^ А, ц.

Пусть сначала 1 < р < оо. Пусть (/п), (<7п) - биортогональные системы к

системам е(А), e(/i); /n, дп G Lq, \/р + \/q = 1. По лемме 1 для функций /п верна

формула (10), и аналогичная формула

G^n)Gn{z) = Г еШ9п{г)dt> neI> (33)

верна для функций дп. Напомним, что функции Fni Gn задаются посредством (8)
и (7).

Так как система е(А) полна и равномерно минимальна в Lp, то верно

свойство (14). Наша цель -

доказать, что

\\9n\\$C\\fn\\, nel, (34)

где С от п не зависит.

Обозначим через Нр(а), 1 < р < оо, пространство Харди в полуплоскости

Im z > a, т.е. пространство функций, аналитических при Im z > а, с нормой

\\f(z)\\p = sup (f\f(x + iy)\pdx) \

Справедлива
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Лемма 4 [9]. Пусть последовательности А и /х отделимы и

удовлетворяют условию (3). Тогда если (Ап — /хп) Е /5, 1 < s < оо, то функция

принадлежит пространству H3(h + е) при любом е > 0, причем

\\S{z)\\a^C\\{\n-i*n)\\s, C = C(89h,e,\,iA).

(Попутно отметим опечатки в [9] на с. 18: в последней формуле левой колонки

должно быть ^ вместо х, а в четвертой строке правой колонки должно быть Lr

вместо Lp.)
Вернемся к рассмотрению ЦФ Fn (z) и Gn (z). Подразумевая главное значение

логарифма, имеем

£■£-*££�<■
Из условия (Ап —fin) € Is следует свойство (30), а значит, и сходимость ряда с

общим членом log(fin/\n). Поэтому суммируя (35) по п ф т, получаем

= £'^4(n'(^))/(ir('-i)))

откуда

Gm(z) = c-Fm{z)exp(Sm{z)). (36)
На следующем этапе мы уточним шаги доказательства теоремы Г [5], [9]. По

лемме 4 функция Sm(z) 6 Hs(h + 1/2), и

l|Sm(z)|U ^ С ||(А„ - /i„)|U = М < оо, (37)

где М от m независит, так как \п,п ф m,Hiin,n ф т,- подпоследовательности

последовательностей Аи/i. Применяя хорошо известные свойства #р-функций
[14], отсюда заключаем, что

Sm{z) -+ О, \z\ -» оо, Imz^h + 1, (38)

|Sm(2)| ^ М < оо, Im2 ^ ft + 1,

где М от m не зависит. На основании последнего свойства и (36) делаем вывод,

что при Im z ^ h + 1

Gm(z) = cFm(z)(l + 0(Sm(*))) := cFm(z) + Фт(г), (39)

где величина О равномерна относительно т. Так как Fm, Gm - ЦФЭТ 7г, то Фт

-ЦФЭТ^тг.

Следующие два леммы доказаны в [5].
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Лемма 5. Если (jn) е Is, где 1/s = 1/р - 1/2, 1 < р < 2, то (уп) -

мультипликатор класса (LP,L2) с нормой ^ C||(7n)|U-

Напомним, что последовательность (уп) называется мультипликаторомкл&с-
са (Lp, Lr) (класса (V, Lr)) с нормой А, если имеет место следующее свойство. Из

того, что (сп) есть последовательность коэффициентов Фурье (Фурье-Стилтьеса)
функции/ 6 Lp (а 6 V), следует, что последовательность (сп'Уп) есть

последовательность коэффициентов Фурье некоторой функции g € Lr, причем \\g\\ ^ A\\f\\
(llsll ^ А|И).

Лемма 6. Пусть $(z) - ЦФЭТ ^. п и пусть Ф(х + г/ii) -* 0, х -+ ±оо,

при некотором вещественном hi ф 0. Тогда если при некотором h2 € IR,

ф(п + ih2) = Г e*(n+*h2)VW dty п е Z, у> € L1, (40)
«/ —7Г

то при всех гбС

ф(*)= Г eiztip{t)dt.
J — 7Г

Лемма 7. Ясли (7п) € Р, где 1/s = \1/р — 1/2|, 1 < р < оо, р ф 2, то (7п)
-

мультипликатор класса (LP,LP) с нормой ^ C||(7n)IU-

Действительно, при 1 < р < 2 лемма 7 есть следствие леммы 5 и неравенства

||/||р ^ CpH/lb- Случай 2 < р < оо следует из рассмотренного и из того факта,
что классы мультипликаторов (Lp, Lp) и (Lq, Lq) совпадают, если 1/р + \/q = 1.

Продолжим доказательство теоремы. Подставим г = п + i(/i + 1) в равенство

Фт(г) = Fm(z) • 0(Sm(,z)) (см. (39)). С учетом формулы (10) для всех п 6 Z

получим

*m(n+i(ft+l)) = F'(Am)-0(Sm(n+i(ft+l))) Г е*я*(е-*<л+1>/т(«))Л. (41)
J — 7Г

Из (37) следует, что (5m(n + i(/i + l)))n€Z € /5 и

||(5m(n + t(fc + l)))n6Z||^M<oo
(см., например, [5; с. 169]). Если 1 < q < оо, q ф 2, то по лемме 7

последовательность

0(5m(n + i(/i + l))), n€Z, (42)

является мультипликатором класса (L9, L9) с ограниченной по m нормой.
Поэтому (41) переписывается в виде

Фт(п + i(h + 1)) = F'(Am) Г е^'(е-*("+1)^т(<)) А, « € Z, (43)
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где

\\<Pm\\q<C\\fm\\q. (44)

Далее, (43) показывает, что для Ф = Фт и для /12 = h\ +1 условие (40) леммы 6

выполнено (с <р = F'(Am)<£m). Из (10) следует ограниченность |Fm(,z)| на каждой
горизонтали Im z = /ii, что вместе с (38) дает другое условие Фт(я + ih\) —> 0,
х -» ±оо этой леммы. По лемме 6

*m{z) = F'(\m) Г eiztipm(t) Ж, г е С.
J — 7Г

Возвращаясь к (39), с учетом (10) получаем, что

1
П /_ч - *"(**>)

откуда

очЬ°™(2) - §чй) £ е<"(/"(,)+v™(,)) *•

»».«) = |^4(/m(0 + »>m«»- (45)

В процессе доказательства теоремы 2 мы установили, что если (An - fin) € /5,
то \F'(Xn)/G'(fin)\ ^ М < оо. Благодаря этому, (45) и (44) дают требуемую
оценку (34). Случай 1 <р <оо,рф2 разобран.

Если р = 1, со, то s = 2, т.е. последовательность (42) лежит в I2 и ее норма

ограничена по т.

Пусть р = 1; тогда в (41) /m Е Ь°° (здесь и в определении

мультипликатора L°° обозначает пространство измеримых, существенно ограниченных функций
на (—7г, 7г)). Так как последовательность (7п) € I2 есть мультипликатор класса

(L00,!,00) с нормой ^ с||(7п)||2 (см., например, [15]), то в (43) tpm е L°°, и (44)
выполняется с g

= оо. В результате оценка (34) следует из (45).
Пусть р = оо, т.е. речь идет о пространстве С[—7Г, 7г]. Пусть (сгп), (i/n) (б V)

- биортогональные системы к системам е(А), е(/л) соответственно. Теперь
вместо формулы (10) применяется формула (11). Поэтому в (41) теперь fm(t)dt =

d(Tm(t), где в силу (6)
lkm||v^C<oo. (46)

Из равенства Парсеваля следует, что последовательность (уп) 6 I2 есть

мультипликатор класса (V, L2), а значит, и класса (V, L1), с нормой ^ С||(7п)||2-
Поэтому теперь в (43) <рш € L1 и

Hv«lli<C||am||v. (47)

Далее, так как мы используем формулу (11) вместо формулы (10), то теперь
вместо (45) имеем

dvm{t) = ^М(<**»(<) + <Pm(t) A). (48)
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Пусть rm (t) - неопределенный интеграл от y?m (t). Тогда

<Pm(t) dt = drm(t), ||rm||v = H^mlll,

и в силу (48), (47) и (46) мы получаем оценку ||i/m|| ^ С < оо, доказывающую

равномерную минимальность системы е(/х) в С. Теорема 3 доказана.

5. Следующая лемма не только применяется при доказательстве теоремы 4,
но и оправдывает сделанные в доказательствах теорем 1-3 допущения о том, что

Re An, Re/хп ф 0.

Лемма 8. Пусть еп, п £ Z+, - элементы банахова пространства В.

Тогда если обе системы

(en)n^o> (en)n^i

минимальны, то они эквивалентны.

Доказательство. Обозначим через J?i, i?2, В$ подпространства в В,
натянутые соответственно на системы (en)n^o> (еп)п^од и вектор е\. В силу

минимальности первой из этих систем, В\ есть прямая суМма Въ и В$. Значит,
произвольный элемент / € В\ однозначно представим в виде / = g + ciei, где g € #2,
ci

-

скаляр, и ||#||, |ci| ^ А • ||/||. Зададим на В\ линейный оператор Г: еп -» еп,

n ^ 2;ei -> ео. Тогда Г/ = р + схеои ||Г/|| ^ А(1 + ||ео||)-||/||. Значит, оператор
Т ограничен. Аналогично устанавливается ограниченность обратного оператора,
и лемма 8 доказана.

Доказательство теоремы 4. Воспользуемся следующим фактом [16; с. 127].
Пусть (еп) - минимальная система в банаховом пространстве В; пусть (/п) -

система сопряженных функционалов. Тогда если hn Е В и

£||Л»-е„|Н1/»Н<1, (49)

то системы (еп), (Лп) эквивалентны.

Пусть для определенности система etXnt := еп,п 6 Ъ+, равномерно

минимальна в Lp. Из определения равномерной минимальности и из теоремы Хана-Банаха

следует существование такой системы сопряженных функционалов (/п), что

выполнено условие (6), т.е.

D:=sup||e„||-||/»ll<oo. (50)
п

Палее, по условию (2) последовательность (Ап — у.п) ограничена, и потому для

всех t е [-7Г, 7г] и п £ Z+

^"-^«-ll^ClAin-A^I, (51)
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где С -

некоторая константа. Пользуясь условием (2), фиксируем m столь

большим, чтобы

£ lA--^l<2CD* (52)
n=m+l

Докажем, что системы

(е"««)~0> (е*Л"')^=0и(е^')~т+1 (53)

эквивалентны. Обозначим вторую систему (53) через {hn). Тогда в силу (51)

||Лп-еп||= U* |е*А»*р.|1-е*^»-А»)*Гл)
*

< С|А»-МпНЫ, п > т+1,

причем результирующее неравенство верно и при р = оо. Вместе с (50) и (52) это

означает, что вьшолнено условие (49) цитированного результата из [16]. По нему
системы (53) эквивалентны.

В частности, вторая система (53) минимальна. Заменим в ней ет — ег m
на

е*мп< # Новая система останется минимальной в силу леммы Н. Левинсона (см. [2]),
хотяможно сослаться инатеорему А. По лемме 8 полученная система

эквивалентна системе е(А). Заменим в полученной системе em_i = elXrn"lt на etflrn-lt и т. д.

После ш + 1 шагов с применением леммы 8 получим эквивалентность систем е(А)
и е(/х). Теорема 4 доказана.

В теореме 4 содержится, в частности, следующая теорема из [17]. Пусть точки
Ап лежат в горизонтальной полосе и вьшолнено условие (2). Тогда если система

е(А) образует базис в L2, то и система е(/г) также образует базис в L2.
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Принцип локализации Римана,
оценка скорости сходимости

С. А. Теляковский

Получена оценка скорости сходимости в утверждении, известном как

принцип локализации Римана для тригонометрических рядов. При этом исправлена

неточность, допущенная при исследовании этой задачи в работе [1].
Библиография: б названий.

Оценке скорости сходимости в принципе локализации Римана для

тригонометрических рядов посвящена работа Э. Хилле и Г. Клейна [1]. Однако, оценка в том
виде, как она сформулирована в этой работе, не верна. В настоящей заметке

исправляется неточность, допущенная в [1].
Пусть f(x) -

суммируемая функция периода 27Г, ||/||i, - ее норма в L и

/•27Г

u{hJ)L= sup / \f(x + t)-f(x)\dx
\t\^hJo

-

модуль непрерывности функции / в метрике L.

Следуя [1], введем обозначение

^/ „ч ^ / 1 f ,/ 4sinnt ,

R(XjSynJ) = Sn(xJ)-- / f(x + t)——dt,

где 8 6 (0,7г] и Sn(x, f) - частная сумма порядка п ряда Фурье функции /. Одним
из вариантов формулировки принципа локализации Римана является

утверждение, что при фиксированном 6 для каждой функции / G L величины R(x, £, п, /)
стремятся к нулю при п —>• оо равномерно относительно х.

Согласно теореме 2 из [1] для любой функции /, не эквивалентной константе,

должна выполняться оценка

\R(x,S,n,/)| ^ К1- (||/||L + lV(n-\ f)L, (1)

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 96-01-00212) и программы "Ведущие научные школы" (проект
№ 96-15-96102).
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где К -

некоторая абсолютная постоянная. Условимся, что и в дальнейшем буквой
К будут обозначаться абсолютные положительные постоянные, в разных случаях

различные.

Оценка (1) приведена в монографии [2; с. 110].
Понятно, что оценки подобного типа должны быть инвариантны относительно

умножения функции / на произвольное число, а оценка (1) таким свойством не

обладает. Этот дефект оценки (1) отметил Г. Фройд в реферате на работу [1],
см. [3].

Нетрудно убедиться, что без дополнительных предположений о функции /
величину R(x1 6, п, /) вообще нельзя оценить через и;(п_1, /)l с множителем, не

зависящим от /. В самом деле, рассмотрим функции

f£(x) = 1 + esinx (2)

с положительными е. Простой подсчет показывает, что

bj{n'1,f£)L = 8esin —.
In

Поэтому из равенства

R(x, 6, п, /е) = Д(х, 6, п, 1) + eR(x, (5, n, sin •)

слещует, что ни для какого К, не зависящего от е, оценка

\R(x,6,nJe)\t:Ku;(n-\fe)L

не может выполняться сразу для всех е.

Теорема 1. Пусть f € L и

1 Г
ао =

— / f(x) dx

- нулевой коэффициент Фурье функции /. Тогда справедлива оценка

(3)\R(x,8,n,f)\^K±
п

где К -

некоторая абсолютная постоянная.
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Доказательство. В работе [1; лемма] доказано, что если функция / € L, а

функция v(i) на [0,7г] непрерывна, убывает и неотрицательна, то

Г f(t)v(t)sinntdt\*:2v(0)L(-1 А + т(-,/) 1, (4)

где

т(Л,/)ь = зир/ \f(x + t)\dt, /1€(0,тг].

Затем в [1] с помощью (4) установлено, что

|Д(х,«$,п,/)|^Х^Ип-1,/)£/ + т(п-1,/)ь]. (5)

Поэтому для доказательства теоремы остается оценить т(п^1,/)ь- Оценка

этой величины, данная в [1; теорема 1], не верна. Ш. Изуми [4; теорема 1]
предложил другое доказательство оценки для m(h, /)l, но приведенное им неравенство

m(hJ)L^Ku;(hJ)L

для функций /, не эквивалентных константе, также не может выполняться, если

К не зависит от /.
Ошибочность упомянутых оценок для т(п~1,/)ь из [1] и [4] легко установить

с помощью тех же функций (2).

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда справедлива
оценка

m(h, f)L^Mh + Kw(h, f)L, Л 6 (0, *], (6)

где К -

некоторая абсолютная постоянная.

Доказательство. Наши рассуждения представляют собой некоторую

модификацию рассуждений из [1].
Пусть N - наименьшее натуральное число такое, что

и Tn - тригонометрический полином порядка не выше N, имеющий тот же

нулевой коэффициент, что и функция /, и приближающий / с оценкой

/ 1/(0 - TN(t)\ dx <$ Ku{N'\f)L. (7)
JO

Такими свойствами обладают многие классические средние ряда Фурье функции
/, например (см. [5; с. 306]), средние Фавара.
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Имеем

rh

/ \f(x + t)\dt^ / \f(x + t)-TN(x + t)\dt
Jo Jo

+ fh\^\dt+ fhkN(x + t)-^-\dt
Jo I ^ I Jo \ * \

< I
*

\f(t) - TN(t)\ dt + ^h+ [ \tn(x + о -

t
Jo z Jo I L

Оценим последний интеграл из правой части (8). Для сокращения записи

введем обозначение

2b(t) = 3M*)-f •

Пусть
t ч

1 - cos JVtz
Fn~i{u) =

^(l-coeu)
-

ядро Фейера порядка N — 1 и

Ljv(u) = 2F2jv-i(w) - ^iv-i(w)

-

ядро Балле Пуссена, являющееся полиномом порядка 2N — 1. Так как порядок

полинома Т£{ не превышает ЛГ, то

ТШ = / Tb(u)LN(t - w) du. (9)
./о

Пусть точки ti, *2,..., *зjv расположены на периоде и расстояние между

соседними точками этой последовательности равно

2тг

ЗЛГ

Точку ^злг выберем позднее.

Согласно выбору точек t{ для любого тригонометрического полинома S(t)
порядка строго меньшего, чем ЗЛГ, имеем (см. [6; с. 15 и 46])
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Согласно (9) и (10)

27Г3"

243

гл(*) = ^Ег^)^(«-'*)3N

2тг

3N

г=1

ЗЛГ-1 3JV

L г=1

(12)

где AT^U) = TMU) - Tb(U+i).
Так как среднее значение полинома Т^ равно нулю, то этот полином

обращается в нуль в некоторых точках. Выберем tsN так, чтобы Г^(^злг) = 0. Отметим,

что здесь равенство нулю среднего значения полинома Tfc использовано по

существу. В [1] делалось предположение о равенстве нулю среднего значения

функции и полинома T/v, но были неверно учтены необходимые при этом изменения

в оценках.
27Г

Используя выбор точки tsisr, из (12) для произвольного отрезка Е ДЛИНЫ —:

находим

ЗЛГ-1
Г 1

614'1 г
Г

/ \Tm\dt<— £ |ДГй(*«)|£/ |Liv(*-*i)|A
Je ж

i=1 j=1Je
i

3JV-1
Г2П

^ЗЛГ Е \ATN(ti)\jo \LN(t)\dt.

Отсюда в силу ограниченности констант Лебега для сумм Балле Пуссена следует

оценка

Г ГС
3JV

Ув|гйЮ|л^£|дг*('<)|.
Но ATjif(U) = Tpf(U) — Tj!f(U + 2тг/(ЗЛГ)), поэтому после применения к полиному

ГЛ(*)-ТЛ(* + 2тг/(ЗЛГ))

оценки (11) получим

JE\T*N(t)\dt < Kf'*\TN(t)-n(t+^ dt

dt. (13)=KL\TN{t)-TN(t+i*)\
Так как для полинома Tn выполняется оценка (7), то из (13) следует, что

jE\Tm\dt^Kw^,f^ <Ku,(h,f)L. (14)
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Покажем, что

sup / \Т„(х +1)\ dt ^ 6sup / \T£(t)\ dt. (15)
x Jo E JE

Действительно, согласно выбору числа N имеем N ^ 2 и

2тг

N-1

Поэтому

>/i.

Л
2тг 2тг / 2\

,

откуда следует (15).
Неравенство (15) вместе с (8), (7) и (14) приводит к оценке (6).
Теорема 2, а вместе с ней и теорема 1 доказаны.

Заметим, что если бы вместо R(x, 6,n,f) мы рассматривали величину

Q(x,S,n,f) = Sn(x,f)-- Г Hx + tf^+^dt, <$€(0,тг),
7Г J_$ 2 sin г/2

то с помощью точно таких же рассуждений получили бы, что и для Q(x, 6, п, /)
справедлива оценка вида (3).
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Пример М-множества, которое не является

Mo-множеством, для системы Уолша

Н. Н. Холшевникова

В работе доказывается, что построенный И. И. Пятецким-Шапиро класс

замкнутых М, но не Мо-множеств для тригонометрических рядов, дает

аналогичный пример и для системы Уолша.

Библиография: 9 названий.

Обратимся сначала к тригонометрическому случаю. Д. Е. Меньшов в 1916 г.

([1], см. также [2; с. 804] или [3; с. 31]) построил пример совершенного

множества меры нуль, которое является М-множеством. Для этого множества существует

нетривиальный ряд Фурье-Стилтьеса, сходящийся вне него к нулю. Это означает,
что М-множество Меньшова является еще и Mo-множеством. Вопрос о том, не

является ли всякое М-множество также Mo-множеством, долгое время был открыт.

В 1954 г. И. И. Пятецкий-Шапиро [4] построил пример М-множеств, которые не

являются Mo-множествами. Дальнейшие результаты в этом направлении были

получены Т. Кернером и Р. Кауфманом (см., например, [5; с. 250]).
С помощью множеств, построенных Пятецким-Шапиро, в работе доказывается

существование М, но не Mo-множеств для системы Уолша.

Напомним определение функций Уолша в нумерации Пэли (см., например,

[6; с. 17]):

tM*) = (-l)£?=o«w, п = 0,1,2,..., хб[0,1), (1)

где {х{} - последовательность знаков двоичного разложения числа х (т.е.
оо

х = 53 хг-2~г_1, где Х{ = 0 или 1; будем также пользоваться обозначением
»=0

х = 0.xqx\X2 • •.), причем для двоично-рациональных х берется разложение

с конечным числом единиц, а е% определены равенством п = £ £*2*, где е% = 0
i=0

или1 (i = 0, l,...,fc).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проекте 96-01-00332).
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Множество В С [0,1) называется М-множеством для системы Уолша, если

существует ряд
ос

]Г anwn(x)
п=0

сходящийся к нулю на [0,1) \ Е, не все коэффициенты которого равны нулю.

Множество Е С [0,1) называется U-множеством или множеством

единственности, если оно не является М-множеством.

Пусть F
- функция ограниченной вариации, для определенности, непрерывная

справа; /лр
-

заряд или обобщенная мера Лебега-Стилтьеса, порожденная

функцией F. Интеграл Лебега J f(x) d\iF по обобщенной мере /if называется

интегралом Лебега-Стилтьеса и обозначается также / f(x)dF(x).
оо

Ряд ^2 anwn(x) называется рядом Фурье-Стилтьеса, если

п=0

ап= [ wn(x) dF{x) (п = О,1,2,...).
./о

Множество Е С [0,1) называется Mo-множеством или М-множеством

в узком смысле, если существует ряд Фурье-Стилтьеса, сходящийся к нулю на

[0,1) \ Е, не все коэффициенты которого равны нулю.

Множество Е С [0,1) называется Uo-множеством или U-множеством

в широком смысле, если оно не является М0-множеством.

Очевидно, что всякое Mo-множество является М-множеством, а всякое

[/-множество является С/о-множеством.
Мы покажем, что построенный для тригонометрического случая Пятецким-

Шапиро [4] класс М, но не Mo-множеств, является таким же примером для рядов

Уолша и как бы "создан для этой системы". Мы следуем схеме доказательства

Пятецкого-Шапиро, которое в случае системы Уолша заметно упрощается.

Пусть 0 < 7 < §• Положим

Е1 = < х = О.Х0Х1Х2 ••• : ^2 Xi ^ ^m> m = 1)2,3, >,
^ i=o J

где Х{
- знаки двоичного разложения числа х.

Множества Еу совершенные.

Допустим, что Еу является Mo-множеством. Тогда [7] найдется
возрастающая функция F(x), постоянная на смежных к Е1 интервалах, но не всюду на [0,1),
такая, что

lim ап = О, где ап = wn(x)dF(x).
n-юо у0
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п-1

П

1П_1
Положим фп(х) = — 2Z w2k(х)•

nfc=o
Для х = О. xqX\ ... Xk ..., в силу (1),

w2k(x) = (-l)*" и ¥>„(*) = ±£(-1)х*.
fc=0

Отсюда следует, что на множестве Еу

п-1

<Рп(х) = - (п - 2 £ xk J ^ 1 - 27 = а7 > 0.

fc=o

Тогда

/ ^Л(ж) dF(rr) = / ipn(x) dF(x) ^ а7
• /лр(Еу).

Jo Je^

С другой стороны,

/•1
2
п-1

/ <рп(х) dF(x) = — ^2 а2к -* 0 (п -» оо).
fc=0

Полученное противоречие доказывает, что Е1 не является Мо-множеством, т.е.

является [/-множеством в широком смысле.

Обозначим через Q2 множество двоично-рациональных чисел.

Пусть Е -

замкнутое подмножество [0,1). Положим

ЕА = {х € EC\Q2 : существует5Х > 0, (х,х + 6Х) ПЕ = 0}.

Замкнутое множество Е называется элементарным [/-множеством, если

1) Е является [/-множеством;

2) существует последовательность функций {/п} такая, что

оо

fc=0

гае Е 1<4Л)1 < С = const (n € N)> lim 4Л) = !э lim 4Л) = 0 (* Ф 0), и
к л м—юо и—ЮО

/п(х)=0 для хеЕ\ЕА, fn(x-0)=0 для х € ЕА.

В [8] для системы Уолша доказана следующая
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Теорема А. Всякое замкнутое U -множество представляется в виде

объединения конечного или счетного числа элементарных U-множеств.

Эта теорема является аналогом соответствующей теоремы Пятецкого-Шапиро
[4] для тригонометрического случая.

Справедлива

Лемма 1. Если Е -

элементарное U-множество и Е С [0, l/2m), т Е N,
то множество

2тЕ = {у:у = 2тх, х е Е}

тоже является элементарным U-множеством.

Доказательство. Докажем сначала лемму для m
= 1. Покажем, во-первых,

что 2Е является [/-множеством. Пусть

^akwk(y)=0 для у€[0,1)\2Я.
fc=0

Положим у
= 2х. Тогда

ОО. ОО -

]Г akwk(2x) = ]Г akw2k(x) = О для х G [О, -J \ Е.
fc=o fc=0

Отсюда, в силу результата А. А. Шнейдера [9; с. 289], вытекает сходимость ряда
ОО ОО

Л ak^2k (я) к нулю на [0, ^) и, следовательно, сходимость ряда JZ akWk (у) к ну-

fc=o fc=o

лю всюду на [0,1). Поэтому ак = 0 (к = 0,1,2,...) и 2Е является [/-множеством.

Докажем теперь, что 2Е
-

элементарное {/-множество. Так как Е -

элементарное {/-множество, то найдется последовательность функций

ОО

fn{x) = 5^4n)w*(a0,
fc=0

удовлетворяющая условиям 2). Положим

ОО

^(*) = /n(f) = £<4"4(|), хе[0,1).
fc=0

Тогда

tpn(x-0) = 0 для х € 2ЕА = (2Я)л,

<рп(х) = 0 для х е 2(Е\ЕА) =2Е\(2Е)А.
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Так как

W™(£) =wk(x), ^2^+1(2) =wk(x) ДЛЯ я€[0,1),

то
оо

<Pn(x) = YKC2k +C2k+l)Wk(X)-

Отсюда видно, что tpn(x) удовлетворяет условиям 2) (для множества 2Е).
Следовательно, 2Е

-

элементарное [/-множество.

ЕслиЕ С [0,1/2т), то, применяя т раз доказанное утверждение, получим, что

2тЕ также является элементарным [/-множеством.

Лемма доказана.

Пусть х = 0. #o#iX2 • • •

> У = 0 • У0У1У2 ...

- двоичные разложения чисел хиу

из [0,1). Положим Zi = xi + 2/i (mod 2), г = 0,1,2,... . Через х + у

обозначается число 2 = 0. zqZ\Z2 . •

•,
если среди Z{ бесконечное число нулей. В противном

случае, т.е. если все Zi, начиная с некоторого номера, равны 1, сумма х 4- у не

определена. Напомним, что для двоично-рациональных чисел берутся двоичные

разложения с конечным числом единиц. Поэтому, если £ 6 Q2, то сумма х 4- £

определена для любого х 6 [0,1).

Лемма 2. Пусть Е -

элементарное U-множество, f G Q2- Тогда
множество

Е + £={у:у = х + £9 хеЕ}
тоже является элементарным U-множеством.

Доказательство. Пусть

оо

52*кЫу) = 0 Для </€[0,1)\(Я-К).
k=0

Полагая у = х 4- £, получим, что

оо оо

^afcu/fc(x4-0 = Ylakwk(0^k(x) для хе[0,1)\Е.
fc=0 fc=0

Отсюда следует, что dkWk (О = ±а* = 0 (А = 0,1,2, ...) и £ + f
- [/-множество.

Пусть {fn}- последовательность функций, удовлетворяющая условиям 2) для

элементарного [/-множества Е. Тогда для последовательности функций {ipn},
где

¥>n(*) = /n(* + 0, *€[0,1), n€N,

выполняются условия 2) для множества Е 4- £.
Лемма доказана.

Основной для дальнейшего доказательства является
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Лемма 3. Пусть т Е N, £о,£ъ • • •»£m-i
~ фиксированный набор из нулей и

единиц, содержащий I единиц, 0 ^ / $ га, (xo,^i,... ,xm_i) - всевозможные

наборы из нулей и единиц, р>0, q>0, p + q=l. Тогда

т

£pm"V £ (-цж1*^ = (р-9)' (2)

{при р = д=|,/ = 0 считаем правую часть формулы (2) равной 1).

Доказательство проведем индукцией по га и по /.

Для га = А: и / = 0 имеем

к к

Y,Pk~aq3 £ (-1)° = Y,C°kPk-aq» = (p + q)k = 1 = (р - q)°,
•=о Ef-0' Bj=e

-о

т.е. формула справедлива. Допустим, что формула (2) доказана для т = к — 1

при всех 0 ^ I ^ к — 1и для га = А; и некоторого 0 ^ / — 1 ^ га — 1. Докажем, что

тогда (2) справедлива для га = А: и /. Пусть, для определенности, ео = 1. Тогда

сумма в левой части формулы (2) разбивается на две, соответствующие наборам
схо =Оисжо = 1,

Xy-v Е (-i)E-=°lxi£>

= X>fc~v Е (-l)^-1 *^-X>fc~v Е (-i)E-'Xi£i

=pI;V-1-v E (-i)=«e"'-ei;V-1-v E (-i)E«='x^

= p(p-g),-1-?(p-e),-1 = (p-9)1,

где последнее равенство получается в силу предположения о справедливости

формулы (2) при m = fc—1и/ — 1. Следовательно, формула справедлива для га = к

и любого 0 ^ I ^ га. В силу предположения индукции лемма доказана.

Доказательство того, что Еу является М-множеством проведем от

противного. Допустим, что Е-у является [/-множеством. В силу теоремы Бэра о категории

и теоремы А, найдется такой интервал (а, Ь), что 0 ф Z77 П (а, 6) является

элементарным {/-множеством.

Пусть f = 0. Cofi&2 • • • € S7 П (а, Ь). Положим £т = 0. £о6 • • • fm-i, тогда

£m £ £?7. Выберем га настолько большим, чтобы £т и £т +2~т"~1 принадлежали

(а,Ь)и зафиксируем га.
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Рассмотрим множество

Е = {х = 0.&& .. .U-1S0S1S2 • • • : 0.*о<М2 • - • € £7}.

Тогда Е С Еу П (а, 6), значит (учтем еще, что Е\ = 0) Е -

элементарное

[/-множество. Очевидно, Е1 — 2ТП(Е + £т) и, в силу лемм 1 и 2, £7 является

элементарным [/-множеством.

Пусть ЛГ -

целое, N ^ 0, р > 0, q > 0, р + q = 1. Мера /х^ определяется

следующим образом:

^ *7.l)=°. <(
а а + 1

2^V-fn
'

2^+тг )=Pn_V,
где

а n-x
— =0.Х0...Х„_1И5= 22 Xi.
*

г=0

В [4] доказано, что

lim Цр(Е*у) = 1 для любого р, О < р < 1,
N—юо

причем равномерно при 1 — у' ^ р < 1, где у' < у.

Вычислим преобразование Фурье-Стилтьеса для мер р^ :

<*«)= Cwk{x)d^.
Jo

Обозначим р,® = рриск = I wk (х) dp,.
Каждое целое неотрицательное число j единственным образом

представляется в виде j = к • 2N + г, где А: и г - целые неотрицательные, г < 2N. Имеем,

учитывая (1),

rl rl/2N
ck-2»+AVp)= wk-2N^r(x)d^p = / wfc^+rW^

rl/2^ rl

= / wk(2Nx)dppv = wk(t)dpp = ck.
Jo Jo

Для A: < 2m выполняется равенство

2m-l
,("+l)/2

Cfc
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т— 1 т— 1 р

Пусть k = Y1 е&\ I = Е £г, 5^"
= 0.х0Х1...хт_1,гдех< = хДг/) = О

г=0 г=0 *

т— 1

или 1. Положим s(v) = ^2 хг- Тогда, ввиду леммы 3,
г=0

2т-1

Ск= J2 (-l^-O1-i(^ipm~s{u)qs(u)
т

Следовательно,

3=0 чрШ-1 _._-

cfc.2W+r0*Jr) = (p-«), = (2p-l)1.
Заметим, что для множества Е7, множество (£7 )л = 0, так как каждая точка

из Е^ является предельной справа. Так как Е1 -

элементарное [/-множество, то

найдется постоянная С > 0 и последовательность функций/п(х) = J2 ak wk(x)

такая,что fn(x) = 0,х € Е1, £ |4П>1 < С> lim 4*° = °(* Ф °)> lim аоП) = *•
jl q Tl—►oo fl—юо

Рассмотрим класс А' функций Ф(г), аналитических в круге \z — ^| < ^,
|Ф(г)| ^ С в этом круге и|Ф(|)|^|. Из компактности этого класса функций
вытекает существование такого т > 0, что max |Ф (р) | ^ г для всякой функции

1—7<Р<1
Ф класса К.

Пусть 0 < У < 7- Выберем и зафиксируем значение N настолько большое, что

<(Яу) > 1 - ^ , 1-УО<1.

Для зафиксированного значения N рассмотрим

-1 ОО ОО

*»(р) = / /n(x)< = £4"W?) = E4n)(2p- D'(fc)-
-70 k=o k=o

OO .v

Положим Фп(^) = X] afc (2jzr — 1)1(к\ Функции Фп(^) аналитичны в круге

fc=o

12: — 11 < | и не превосходят там С. При этом

*"G)=ao")^1 (""К»)-

При 1 — 7; ^ Р < 1 имеем

1*»(р)1 = I / /»(*)<*# I = I / /»(*)<*< + / /»(*)d<|МО II»' ^'у J СЕ*у I

/n(x)d/X^'=\L <Cn%{CEJ<T-.
Полученное противоречие доказывает, что предположение о том, что Е^

является fZ-множеством, неверно. Следовательно, Е1
- М-множество.
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Теорема равносходимости для интегрального оператора

с переменным верхним пределом интегрирования

А. П. Хромов

В статье находятся простые достаточные условия на ядро интегрального опе-

rl —x

ратора / А{\ — х, t)f(t) dt, обеспечивающие равносходимость разложений
•'О

по собственным и присоединенным функциям и в обычный тригонометрический

ряд Фурье.

Библиография: 2 названия.

В пространстве 1/2[0,1] рассмотрим интегральный оператор

rl-X

Af=f A(l-x,t)f(t)dt,
Jo

(i)

где ядро А(я, t) непрерывно при 0^£^х^1и А(х, t) = 1.

В [1] найдены формулы обращения интегральных операторов вида:

./о
Af= / A{x,t)f{t)A,

Jo

ядра которых допускают разрывы первого рода на линиях t = xnt = 1-х,
которые могут быть использованы в спектральном анализе таких операторов.

Оператор (1) является одним из простейших, ядра которых разрывны на линии t = 1 — х.

В настоящей статье установим, что при некоторых дополнительных условиях

гладкости ядра А(х, t) имеет место равносходимость разложений по собственным

и присоединенным функциям (с.п.ф.) оператора (1) и в обычный

тригонометрический ряд Фурье. Мы дадим два доказательства этого факта. Одно (оно требует
большей гладкости А(х, t)) сводится к проверке выполнимости условий теоремы 5

из статьи [2] для оператора А2. Второе доказательство идет по схеме

рассуждений статьи [2] и содержит ряд трудных мест, связанных со сложной

структурой резольвенты R^ простейшего оператора вида (1), когда А(х, t) = 1. Следуя
рассуждениям [2], можно предположить, что требования гладкости А(х, t) в этом

втором доказательстве уже ослабить нельзя. К сожалению, соответствующие

контрпримеры построить не удалось.

Работа выполнена при финансовой поддерке Российского фонда фундаментальных
исследований (проекте 97-01-00566).
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1. Теорема 1. Пусть функции1^ А, Ах, Ахг, At, At2, Axt, Axt2, Ax2t, Ax2t2,
Ахз, -Axt(x,x) + Ax2(l-x, 1-х) непрерывны и Axs(x,x) = So)S (s = 0,1), где

Sij - символ Кронекера. Тогда существует последовательность номеров

{ki} такая, что для всякой функции f(x) £ L[0,1] и любого 5 6 (0, |)

lim \\Skt(f)-at(f)\\c[s,i-s]=0,

где Sk(f) и &k(f) ~ частичные суммы рядов Фурье функции f(x) по с.п.ф.
оператора А и по обычной тригонометрической системе (к - число членов

и нумерация с.п.ф. осуществляется в порядке возрастания модулей
характеристических значений).

Доказательство. Рассмотрим оператор А2. Имеем

где

A2f(x)= [ A2(x,t)f(t)dt,
Jo

rmin{l — ж,1 —t}

A2(x, t)= A{\ - x, t)A{\ - r, t) dr.
Jo

(2)

Из (2) прежде всего видно, что А2(х, t) непрерывна при всех х, t из [0,1]. Далее,
дифференцируя (2) надлежащее число раз, будем иметь:

A2,x(x,t

A2,x{x1t

A2x2(x,t

А2,х*(х>*

MAxii

A2it(x1i

A2t2{x,t

A2t2{x,i

«A.

rl —x

= -A(x, t)- Ax(l- x, t)A(1 - t, t) dr,
Jo

rl-t

= - Ax(l -

x, t)A(1 -

t, t) dr,
Jo

rl — x

= -Ax(x,t)+ / Ax2{l-x,T)A(l-T,t)dr,
Jo

rl-t

= / Ax2(l-x,T)A(l-T,t)dT,
Jo
rl—x

= / A(l-x,r)At(l-T,*)dr,
Jo

rl-t

=-A(l-x,l-*) + / A(l-x,T)At(l-T,t)dT,
Jo

= f
*

A{\-x,T)At2{\-T,t)dr,
Jo

rl-t

= At(l-x,l-*) + / A(l - x,r)At2{l - T,t)dr,
Jo

t ^ X,

t^x,

t ^ X,

t ^ X,

£ ^ x,

t^x,

t ^ X,

t ^ X,

d*+j
A(xy t) и дифференцирование по x означает дифференцирование по

x*tJ dx*dti
первому аргументу, дифференцирование по t - по второму аргументу.
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/•1-х

A2,xt(x,t) = -At(x,t) - / Ах(1 -а?,т)Ле(1 -r,t)dr, t ^ x,
Jo

rl-t

A2,xt{x,t) = Ax(l -x, 1 -i) - / Лх(1 -х,т)Л*(1 -r,t)dr, t^x,
Jo

rl — x

A2x2t(x,t) = -Axt(x,t) + / Лх2(1-х,т)Л*(1 - T,£)dr, *^ x,

42|*2t(:M) = ->1я.2(1-яг,1-0+ / Aa.2(l-x,r)^t(l-r,«)dr, О x,
./0

/*1 —a:

^2,x2t2(a?,0 = -^xt2(*i0+ / Лх2(1-х,г)^2(1-г,0^г, *^x,
./o

rl-t

A2x2t2(x,t)=Ax2t(l-x,l-t)+ / i4x2(l-x,r)i4t2(l-r,0dr, t^x.
Jo

Из этих формул видно, что выполняются соотношения (12) из [2] для А2(х, t) при
п = 2 и выполняется условие а) теоремы 2 из [2]. Так как

Ро,о(*) = Р2,о(*) = Ро,2(0 = Pi,i (0 = 0, pi,o(0 = РодW = 1,

P2,i(«) = -Лх*(х,х) + ЛЖ2(1 -

х, 1 - я),

то выполняется и условие б) теоремы 2 из [2].
Покажем, что оператор А2 обратим. В самом деле, пусть A2f = 0. Тогда

-А/(1-х)- / Ax(l-x,t)Af(t)dt = 0.
Jo

Полагаем здесь 1 — х = f. Тогда

-Л/(0- /" Л«(£,*М/(*)* = 0.
Jo

Значит, Af(x) = 0. Отсюда это же рассуждение приводит к f(x) = 0 почти

всюду. Тем самым А2 обратим.
Из существования непрерывной Ахг (х, t) вытекает выполнимость условия в)

теоремы 5 из [2].
Теперь осталось проверить выполнимость условий регулярности Биркгофадля

естественных (см. [2]) граничных условий для А2. Здесь нам понадобятся

следующие две леммы.

Лемма 1. Пусть fi(x) и /г(х) - линейно независимые аддитивные

функционалы в линейном векторном пространстве L. Существуют х± и х2 такие,

что

fi(xj) = Sij (i,j = 1,2).
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Доказательство. Берем у\ любым из L, лишь бы |/i(j/i)| + 1/2(2/1)! > 0.

Тогда существует 2/2 такой, что

det{fi(yj))lj=1 ф 0.

В самом деле, в противном случае

h(yi) /2(2/1)
/l(2/) /2(2/)

= 0

при всех 2/ € L. А это противоречит линейной независимости функционалов Д
и Д. Обозначим В = (fi(yj)) •

=1-
По доказанному эта матрица неособая.

Обозначим Г = (7ij)i,j=i = В-1. Тогдаимеем

) 711/2(2/:

0 + 722/2(2/2) У'
я = гв =

fynfiivi) + 712/1(2/2) 711/2(2/1) + 712/2(2/2)^
V721/1(2/1) + 722/1(2/2) 721/2(2/1)

где i? - единичная матрица. Положив

Я1 = 7112/1 + 7122/2, Я2 = 7212/1 + 7222/2,

получим требуемое. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть L - линейное векторное пространство, L\ и L2 -

его

подпространства вида:

Lx = {х е L | Д(х) = /2(ж) =0}, L2 = {х е L \ дх(х) = д2(х) = 0},

где {/ьД}, {01,02} ~ две системы линейно независимых аддитивных

функционалов. Если L\
— L2, то существуют такие константы ctij (i,j = 1,2),

что

gi(x) = an/i(x) + c*i2/2(x), 92{х) = a2i/i(a?) + «22/2^). (3)

Доказательство. Пусть х е L и обозначим Д(ж) = а, Д(х) = /?. Тогда
имеем

Д(х) = a
■ 1 = a/i(a?i) +/?/i(a?2), /2W = P • 1 = a/2^1) +/?/2(x2).

Отсюда /i(y) = /2(2/) = 0, где у
= x

-

axi
- (3x2- Значит, у £ L\. Ho Li = L2.

Поэтому 01(2/) = 02(2/) = 0, что дает нам (3), где aij = gi(xj). Лемма доказана.

Продолжаем доказательство теоремы 1. В теореме 2 из [2] показано, что

обратным для А2 будет интегро-дифференциальный оператор, определенный на

множестве всех функций, имеющих абсолютно непрерывную производную и

удовлетворяющих граничным словиям 5 [2], которые были названы естественными.

Сейчас мы получим другие краевые условия, определяющие это множество. Для

этого рассмотрим задачу обращения оператора А2. Пусть у(х) = A2f(x). Тогда,
прежде всего,

у(1) = 0. (4)
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Далее, имеем

Sy(x)= J A(x,t)Af(t)dt,
Jo

где Sy(x) = у(1 — х). Дифференцируя, получим

DSy(x) = Af(x) + Nf(x) (D = ^j,
где Nf(x) = ГN(x,t)f(t) dt и N(x,t) = Ax(x,t). Отсюда

JO

(E + N)-1DSy(x) = Af(x).

Значит,

(E + N)-1DSy(x)lx=1=0, (5)

(E + N^DSiE + N^DSyix) = /(re). (6)

Выражение слева в (6) есть интегро-дифференциальный оператор второго

порядка, представляющий собой (Л2)_1у, а (4) и (5) являются граничными условиями,

задающими его область определения. По лемме 2 условия (4) и (5) эквивалентны
естественным граничным условиям. Условия регулярности Биркгофа для (4) и (5)
выполняются очевидным образом. Тем самым условия теоремы 5 из [2] для
оператора А2 выполнены. Теорема доказана.

2. Здесь мы методом статьи [2] усилим теорему 1. Оказывается, что

достаточно лишь требовать непрерывность функций А(х, £), Ах(х, t), Л* (ж, t), Axt(x, t).
Обозначим через R% = (E — XAo)"1Ao резольвенту Фредгольмапростейшего

оператора / f(t) dt. Здесь E - единичный оператор и A - спектральный пара-
•'О

метр. Положимг/ = Яд/. Тогда

»(1) = 0 (7)
и у

= Ао(\у + /). Отсюда, дифференцируя, получим

у'(х) =-Ху(1 - х) - f(l - х). (8)
Меняем в (8) х на 1 — х. Получим

y'(l-x) = -\y(x)-f(x) (9)

Обозначим ух (а?) = у (ж), у2(х) = у(1 - ж), fi(x) = /(ж), /2(ж) = /(1 - ж),
г(ж) = {у1(х),у2(ж)}т, F(x) = {/i(x),/2(x)}T (Т - знак транспонирования).
Тогда (8) и (9) в матричном виде запишется так:

z'(x) = XBz(x) + BF(x) (10)

где -В = I 1. Условие (7) приводит к следующему граничному условию

для z (х):
Pz(0) + Q*(l) = 0, (11)

гдеР ■
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Лемма 3. Имеет место формула:

z(x) = {ехр\Вх)А-1{Х)(р Г (exp{-XBt))BF{t)dt

- Q(expXB) f (exp(-XBt))BF(t) dt] , (12)

где Д(А) = P + Qexp XB.

Доказательство. Общее решение однородной системы z'(x) = XBz(x)
имеет вид: z(х) = (ехр ХВх)С, где С - произвольный постоянный вектор

размерности 2. Отсюда методом вариации произвольных постоянных получаем общее

решение системы (10):

z(x) = (ехрХВх) (С+ [X{exp(-XBt))BF(t)dt\ (13)

Находим вектор С из условия (11), т.е. имеем

Д(А)С + <2(ехрАВ) Г (exp{-XBt))BF{t)dt = 0. (14)
Jo

Считаем, что А таково, что Д_1(А) существует. Находя из (14) С и подставляя

в (13), легко придем к (12), что и требовалось доказать.

Из (12) найдем нужное представление для R^. Собственными значениями

матрицы В будут г и —г. Обозначим D = I . 1. Тогда существует неособая

матрица Г = (7ij)i,j=i такая, что Г~гВГ = D. В дальнейшем будем

обозначать одной и той же буквой у различные постоянные, не зависящие от А. Далее,
обозначим:

г(Ах) = 7 ехр Агх + 7ехр(-Агх),

<?i(x,A;/) = / г(А(1-*))/(«)*+ / Хr(Xt)f(t)dt,
Jx JO

«(*,*;/)= Г r{Xt)f{t)dt+ [ r{X(l-t))f(t)dt.
J0 Jl-x

Лемма 4. Имеет место формула:2^

^/=^y{r(Ax)9l(x,A;/)+r(A(l-x))92(x,A;/)},
где 6{Х) = det(Pr + QTexpXD).

'Произведение r(Xx)r(Xt) понимается так: r(Xx)r(Xt) = £7 ехр Xi(±x ± t).
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Доказательство. Имеем

QrexpAD=(7lie0XpAi ^«Р("А0^
РГ + QT ехр XD = ( 711 ехр А< 712 ехр(~Аг)) .

V 721 722 /

Считаем, что А таково, что 6(Х) ф 0. Тогда матрица PY + QT ехр XD неособая и

пусть Т = (£»^)? j-=1
-

матрица, обратная ей. Тогда для отыскания tij из

соотношения

E = (PT + QTexpXD)T

получаем следующие системы уравнений

Г 7ii(expAt)*u +712(ехр(-Аг))^1 = 1,

I 721*11 + 722*21 =0,
Г 7n(expAt)«i2 Н-712(ехр(-Аг))^22 = 0,

I 721*12 +722*22 = 1.

Отсюда получаем

hi = ^~1(А)7, *2i = *"1(А)7, *i2 = *""1(А)7ехр(-Аг), t22 = 6~1(X)-yexpXi,
и поэтому

т_ JL (l 7ехр(~Аг)\
6(Х) \7 7ехР^ /

Обозначим V = V\ - V2, где

Vi = Р ( (exp(-XBt))BF(t)dt,
Jo

V2 = Q{expXB) f (exp(-XBt))BF(t)dt.
JX

ПоложимФ(0 = Г-1^),*^) = {Ф1(0,*2(*)}Т- ТогдаФ<(«) =7/(0+7/(1-*)-
Имеем

Vi = РГ (X(exv{-bDt))DT-xF{t)dt

= Г( ° ° V*lW>U
J0 \jexp{-\it) jexpXitJ V*2W/

=

/о ((еЧ>(-АЙ))(7/(«) + 7/(1 " 0) + (ехр Ai*)(7/(«) + 7/(1 - *)) j *
= {q2(x,X;f))-
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Аналогично, V2 = (4l^ f) \. Поэтому V = ( 4l j** *f)\ Так к

ГехоАОаЛТ- — ( TexPAix 7ехр(-Аг(1-х))\
1 Р '

«5(A) V7exp(-Aix) 7ехрАг'(1-х) )>

то

•(ехрА1)х)ГУ = JL П^/А^ч1(^1А!!м"_Х]))*) •

S(X) \(ехр(-Агх))^1 + (ехрЛг(1

Поэтому

*(x) = ^r(expADx)TV
_

1 / (expXix)qi 4- (ехр(-Аг(1 — x)))q2 + (ехр(—Xix))qi + (ехрЛг(1 — x))q2 \

~б{\)\ ... у-

Первая компонента z (х) есть Яд/. Лемма доказана.

Эта леммапозволяет получить нужные оценки R^ при больших |А|. Обозначим
через Ssi область, получающуюся из всей А-плоскости удалением нулей 6(\)
вместе с круговыми окрестностями одного и того же достаточно малого радиуса Si.

Рассмотрим лишь случай Re Аг ^ 0, противоположный случай рассматривается

аналогично. Тогда в Ss1 справедливы оценки:

6"г{Х) = 0(ехр(-Аг)), г(Хх) = О(ехрАгх).

Из леммы 4 очевидным образом получается

Лемма 5. В области S$1 справедливы оценки:

WRlfWoo = 0(||/||l).

Здесь 11/Цоо = vraisup!/(«)!, £\f(t)\dt.
Лемма 6. В области 5<5г справедливы оценки:

ll^/llc[«,i-*] = 0(a(A,*)||/||oo), (15)

где ге(\,6) = =^{1 - |ехр(-Аг)<5|}, 0 < 6 < ±
Re Аг
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Доказательство. Имеем

/ r(\(l-t))f(t)dt= f О(|/(01 |ехр А»(1 - 01) Л
Jх JX

= 0(1^{|ехрАг(1-х)|-1}||/||00).
Эту оценку имеет и j r(\t)f(t) dt. Значит, эту оценку имеет и q\ (х, Л; /). Для

^2 (#, А; /) получаем аналогичную оценку:

«(*,A;/) = o(s^T{|expAtx|-l}||/||00).
Поэтому по лемме 4 получаем

H°xf = 0(r^(2- |exp(-Afe)| - |ехрАг(1 - *)|)||/||оо)-
Отсюда следует (15).

Лемма 7. В 5^ справедлива оценка:

Доказательство. По лемме 4 имеем

m°xfh = °{s{XjIo {|ехрАгж|(/ |expAt(l-t)||/(t)|A

+ / |ехрА«| |/(0| dt)

+ |ехрАг(1 -х)\( |ехрА«| \f(t)\ dt

+ /" |expAt(l-OII/(*)|*)}dxY (16)

Преобразуем каждое слагаемое правой части (16). Имеем

/ \exp\ix\dx / |ехр(—Аг£)| |/(0I dt
Jo Jx

= j\f(t)\dtJ*\expM(x-t)\dx = j\f{t)\1~]^{~Xit)]dt.
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Аналогично,

Г1 г1-*
/ | ехрХгх\ dx I |ехрXit\ \f{t)\ dt
Jo Jo

_|ep*,£,/,i-„i^l=fcM*
/ \exp(-Xix)\dx / |ехрЛгЧ| \f(t)\ dt

Jo ReAz

dt.

J \exp(-Xix)\dx I |expAi(l - t)l l/WI *

-"i'ua-oi'-'1-r-0)l
Подставляя это в (16), придем к

Will = OQT1 \f(t)\2
~

|e^P(-A^)|R-|eXp(-Ai(l
- 0)1 ^

= 0(«(A,1)||/||1),

что и требовалось доказать.

Следующая лемма очевидна.

Лемма 8. Пусть х(х) -

характеристическая функция отрезка [t7o>77i]> где

0 ^ Vo < Щ ^ 1- Тогда в Ssx

\\R°xX\\oo = °(\)-
Лемма 9. Обозначим R\ = (Е - ХА) гА. Тогда для любой f(x) Е L[0,1]

fcUmo||nr4(/)||c[4,1.fl = 0, (17)

где

27гг У|А.=ГЧА|=г

rk t +00 и окружности |А| = г* находятся в S$x.
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Доказательство. Имеем

RX = R°X- RlNtDSRx. (18)

ЗдесьЯ = 4-,Sf(x) = f(l-x),Ni = {E+N)-x-EuNf{x) = ГAx(x,t)f(t)dt.
ax Jo

Положим у = R\f. Тогда из (18) получаем интегро-дифференциальное
уравнение:

у(х) = R°xf(x) - R°xNDSy(x), (19)

причем t/(l) = 0. Интегрируя по частям, из (19) имеем

у(х) = R°xf - R°xN2Sy(x), (20)

где

N2f= Г N2(x,t)f(t)dt = Г Nltt(x,t)f(t)dt
Jo Jo

(здесь мы воспользовались также тем, что Ni(x,x) = 0). Покажем, что ядро

интегрального оператораR^N2 в области Ss х естьо(1). Рассмотрим q\ (х, А; N2g).
Имеем

qi(x,\;N2g) = [ r(\(l-t))N2g(t)dt+ f Xr(\t)N2g(t)dt. (21)
Jx Jo

Первое слагаемое правой части (21) путем изменения порядка интегрирования

приводит к виду

/ r(X(l-t))N2g(t)dt = Гд(т)с1г f r(A(l - t))N2{t,r)dt
Jx Jo Jx

+ ( 9(r)dr I r(X(l-t))N2(t,T)dt.
Jx JT

Отсюда по лемме 4 из [2] получаем

/ r(\{l-t))N2g(t)dt= f o(expAt(l-a?))|0(i)|A.
Jx JO

Аналогично,

Поэтому

rl — x pl — x

I r(\t)N2g(t)dt= / o(exp\i(l-x))\g(t)\dt.
Jo Jo

qi(x,\]N2g)= f o(exp\i(l-x))\g(t)\dt. (22)
./o
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Аналогично,

q2(x,\;N2g)= [ o(exp\ix)\g(t)\dt. (23)
./о

По лемме 4 в силу (22) и (23) получаем

R°xN2g= Г o(l)\g(t)\ dt.
Jo

Поэтому интегральное уравнение (20) при больших |А| в области Ssx однозначно

разрешимо и

у(х) = ГА/ = R°xf + R°XN2S(E - Д^ад-^/. (24)

Займемся вторым слагаемым правой части (24). По леммам 6 и 7 имеем

\\R°XN2S(E - Rl^S^RlfWc^i-s) = O{;B(\,6)\\R0xfh)
= 0{гв(Х,6МХ,1)\\/\\1).

Поэтому из (24) получаем

НДа/ - Rxf\\c[6A-s] = 0(^(X,SM\, 1)11/11!).

Отсюда так же, как и в [2; с. 391-395], получаем ||Пг(/)||с[$д_$] = 0(||/||i).
Теперь по теореме Банаха-Штейнгауза в силу леммы 8 придем к (17). Лемма

доказана.

Теорема 2. Если A{x,t), Ax(x,t), At(xyt), Axt{x,t) непрерывны при

0 ^. t ^ х ^ 1 и Axs(x,x) = Jo,3 (s = 0,1), то справедливо заключение

теоремы 1.

Доказательство. Так как Hrfc(/) в (17) представляет собой разность

частичных сумм разложений Фурье по с.п.ф. операторов А и Ло, то мы получаем

равносходимость спектральных разложений А и Aq. В то же время с.п.ф. оператора

Ао совпадают с с.п.ф. оператора у"(х), у(1) = у'(0) = 0. А так как имеет

место равносходимость разложений по с.п.ф. этого дифференциального оператора и в

обычный тригонометрический ряд Фурье, то приходим к утверждению теоремы.
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